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Vorwort des Herausgebers. 


— 


Die Vorlesungen von Gustav Kirchhoff über mathematische 
Physik, entstanden aus den Vorträgen über alle verschiedenen Theile 
der Physik, welche der Verewigte viele Jahre hindurch in regel- 
mässiger Aufeinanderfolge, zuletzt an der Berliner Universität, gehalten 
hat, sind unvollendet geblieben. Nur die von dem Verfasser selbst 
herausgegebenen Vorlesungen über Mechanik gewähren durch die 
nach Inhalt und Form mustergiltige, in mancher Beziehung bahn-. 
brechend wirkeude Darstellung einen Einblick in die umfassenden 
Ziele, die der Verfasser sich bei der Bearbeitung seines grössten Werkes 
gestellt hat, und beweisen dadurch auch in dieser Hinsicht die Un- 
ersetzlichkeit des durch seinen frühzeitigen Tod der Wissenschaft 
erwachsenen Verlustes. | 

Um die nachgelassenen Vorarbeiten wenigstens so weit als mög- 
lich der wissenschaftlichen Verwerthung zu sichern, wurde von den 
Hinterbliebenen die Veröffentlichung der übrigen Vorlesungen, auf 
Grundlage der vorliegenden Collegienhefte, in Aussicht genommen. 
So hat Hr. Dr. Kurt Hensel soeben die Herausgabe der Vorlesungen 
über Optik bewerkstelligt, während mir die noch rückständigen Vor- 
lesungen über Electricität und Magnetismus, sowie die über Wärme 
auvertraut worden sind. 

Im Hinblick auf die gegenwärtig in sehr raschem Aufschwung 
begriffene Entwickelung der Theorie der Electricität glaubte ich zu- 
nächst mit dieser den Anfang machen zu sollen. Hiefür stand mir 
zu Gebote das sehr sorgfältig ausgearbeitete Collegienheft des Ver- 
fassers, sowie mehrere Zuhörerhefte, die mir von einigen Freunden 
in sehr dankenswerther Weise zur Verfügung gestellt waren. Als Ziel 
meiner Arbeit setzte ich mir vor, den von Kirchhoff überlieferten 
Nachlass in getreuem Anschluss an die letzten von ihm selber her- 
rührenden Veränderungen möglichst zusammenhängend und übersicht- 
lich der Oeftentlichkeit mitzutheilen. 

Das Collegienheft des Verfassers, das ich in erster Linie der 
Arbeit zu Grunde legte, ist in zusammenhängen«ler, im Allgemeinen 
für den Druck unmittelbar geeigneter Sprache geschrieben, doch zeigt 
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es an vielen Stellen verschiedene Durch- und Umarbeitungen, die der 
Verfasser anlässlich jeder Wiederkehr seiner Vorträge, zuletzt in den 
Wintersemestern 1876/77, 1878/79, 1880/81, 1882/83 und 1885,86 vor- 
genommen hat. Da bei einer solchen Umarbeitung die ältere Dar- 
stellung nicht immer aus dem Hefte entfernt (so sind z. B. drei ver- 
schiedene Anfänge des Collegs erhalten) und auch der redactionelle 
Zusammenhang nicht immer streng hergestellt wurde, so kam es 
hauptsächlich darauf an, den vorlıandenen Stoff entsprechend zu 
ordnen, Ueberflüssiges auszuscheiden und etwaige kleine Lücken zu 
ergänzen. Wesentlich erleichtert wurde diese Aufgabe durch die 
ungemeine Sorgfalt und Sauberkeit, mit der das Heft im Ganzen 
gehalten ist, — ein wahres Abbild des darin herrschenden Geistes. 
In einigen zweifelhaften Fällen wurden die mir vorliegenden Zuhörer- 
hefte, sowie auch die schon früher veröffentlichten Abhandlungen 
des Verfassers zu Rathe gezogen. Wo ich zur Erhöhung der Deutlich- 
keit eine kurze sachliche Bemerkung für zweckmässig hielt, habe ich 
eine solche, mit ausdriicklicher Kennzeichnung, eingeschaltet, obne 
freilich überzeugt zu sein, darin allen Ansprüchen genügt zu haben. 

Zehlreich sind ferner die kleinen Aenderungen und Zusätze mehr 
redactioneller Natur, Jdie ich im Juteresse der Bequemlichkeit der 
Lectüre im Text selber vornehmen zu dürfen glaubte, da sie sich 
gewissermassen von selbst aufdrängten und eine besondere Hervor- 
hebung derselben nur den Zusammenhang gestört hätte, ohne irgend 
einen ersichtlichen Nutzen anderer Art zu bringen. Indessen versteht 
es sich von selbst, dass ich mich sorgfältig gehütet habe, jene den 
Schülern und Lesern Kirchhoff’s liebgewordene, eigenthümlich 
schlichte Ausdrucksweise anzutasten, die, mit bewusster Verschmähung 
alles unnöthigen Beiwerks, nur gerade den Kern der Sache trifft und 
dadurch für spätere Erzeugnisse aus der exacten Wissenschaft vor- 
bildlich geworden ist. So glaube ich hoffen zu dürfen, dass auch in 
diesem Werke die dem flüchtigen Einblick gegenüber etwas spröde 
Form dem aufmerksamen Studium die gross angelegte, wahrhaft 
künstlerische Darstellung offenbaren wird. 

Für die Zuverlässigkeit aller Rechnungen und sonstigen Deduc- 
tionen, die ich in mehrjähriger Arbeit geprüft habe, übernehme ich 
meinerseits nach allen Richtungen hin die volle Verantwortung, und 
würde jeden Hinweis auf etwaige Mängel derselben stets dankbar 
annehmen. Doch habe ich andrerseits auf jeden Versuch einer 
weiteren sachlichen Ausführung der vorgetragenen Theorie grund- 
sätzlich verzichtet, da ich in diesem gewaltigen, sich geradezu täg- 
lich erweiteruden Gebiet eine Grenze überhaupt nicht zu finden ver- 
mocht hätte. Der überall mit Nachdruck durchgeführten Einheit der 
Auffassuug, welche alle Schriften Kirchhoff’s in so hervorragendem 
Maasse auszeichnet, entspricht es, dass andere Theorien, so nament- 
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lich die von Faraday und Maxwell begründete, welche gegenwärtig 
wohl die meisten Aussichten auf eine fruchtbare Entwickelung bietet, 
nur flüchtig gestreift sind. Dem gegenüber ist von Wichtigkeit, 
bervorzuheben, dass die in diesen Vorlesungen behandelten mathe- 
matischen Probleme, mit Ausnahme einiger weniger, die in der 
letzten Vorlesung auftreten, von dem Gegensatz der Theorieen nicht 
berührt werden und daher auch unter veränderten physikalischen 
Gesichtspunkten ihre Bedeutung stets behalten. 

Die äussere Eintheilung des ganzen behandelten Stoffes in Vor- 
lesungen und Paragraphen mit entsprechenden Ueberschriften habe 
ich nach dem Muster der in der Mechanik und in der Optik befolgten 
Anordnung vorgenommen. 

Bei der Anfertigung des zum Druck gegebenen Manuscripts und 
der Correctur, sowie auch bei der Controllirung und Vervollständigung 
der Citate bat mich Herr Dr. Erust Weinnoldt aus Kiel in wirk- 
samer Weise unterstützt. 


Berlin, im Juni 1891. 
Max Planck. 
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81. 

Wir wollen uns hier beschäftigen mit der Theorie der elecirischen 
und magnetischen Erscheinungen. Unsere Kenntniss von diesen, die 
jetzt so manuigfaltige und staunenswerthe Anwendungen findet, ist 
ausgegangen von der Beobachtung einer sehr unscheinbaren That- 
sache: der Thatsache, dass gewisse Körper, wenn sie gerieben 
werden, vorübergehend die Eigenschaft erhalten, leichte Körperchen, 
wie Stückchen von Strohhalmen, Papierschnitzel, Asche, anzuziehen 
und eine Zeit lang festzuhalten. Am Bernstein scheint diese Eigen- 
schaft zuerst bemerkt zu sein, und von dem griechischen Namen 
desselben: Aexrpov ist die Ursache solcher Anziehungen Electricität 
genannt worden. In dem Bernstein wird, wie man sagt, durch 
Reibung Electricität erzeugt. Wie Bernstein verhalten sich viele 
andere Körper, wie Glas, Harz, Siegellack. Wenu man eine Siegel- 
lackstange mit einem Stück Wollenzeug reibt und sie von oben 
einem Häufchen Papierschnitzel nähert, das man etwa auf einen 
Teller gebracht hat, so sieht man viele von den Papierstückchen 
gegen die Siegellackstange fliegen und an dieser haften. Ab und zu 
trennt sich aber von ihr ein Papierstückchen und fliegt im Bogen 
von ihr fort, vielleicht über den Rand des Tellers hinaus. Es zeigt 
sich hierin, dass die electrisirte Lackstange unter Umständen die 
Papierstückchen auch abstösst. Wiederholt man den gedachten Ver- 
such, indem man statt der Siegellackstange eine Melallstange nimmt, 
so zeigt sich keine Spur von Einwirkung auf die Papierstückchen. 
Man erklärte das früher, indem man annahm, dass nur gewisse 
Körper, die man sidioelectrische*) nannte, die Eigenschaft hätten, 

#) Riess, Reibungselectricität 1, p. 22, 28; 1853. 
Kirchhoff, Electricität. i 
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durch Reibung electrisch zu werden, die andern, die man deshalb als 
anelectrische bezeichnete, nicht. Diese Erklärung hat sich aber als 
falsch gezeigt; man weiss jetzt, dass alle Körper durch Reibung elec- 
trisirt werden können, und diese Erkenntniss gibt der Electricitäts- 
erregung durch Reibung eine viel grössere Wichtigkeit, insofern sie 
dieselbe als eine allgemeine Eigenschaft der Körper hinstellt. Dass 
jener Versuch mit der Metallstange ein anderes Resultat gibt, als 
der mit der Siegellackstange, hat seinen Grund in einem anderen 
Unterschied der beiden Körper. Krregt wird bei beiden Electricität 
durch die Reibung; aber während sie bei der Lackstange an dem 
Orte, wo sie erregt ist, bleibt, fliesst sie bei dem Metall durch dieses 
in die Hand, die sie hält, und durch den Körper des Experimentators 
in die Erde. In Folge dessen wird sie nicht wahrnehmbar. Das 
Metall ist ein guter, das Siegellack ein schlechter Leiter der Electrici- 
tät, und überhaupt: die idioelectrisch genannten Körper sind die 
schlechten, die anelectrisch genannten die guten Leiter der Blec- 
tricität.. Man braucht die Metallstange nur mit einer schlecht 
leitenden Handhabe aus Glas oder Siegellack zu versehen und an 
dieser zu halten, um nach der Reibung derselben dieselben Erfolge, 
wie bei der Siegellackstange zu seben. Die Handhabe sisolirt die 
Metallstange von anderen guten Leitern und macht, dass die in ihr 
erregte Electricität nicht in diese abfliessen kann. Man nennt des- 
halb die schlechten Leiter auch Jsolatoren. 

Die Zeituny ist ein zweiter Weg, auf dem ein Körper elec- 
trisch gemacht werden kann. Denken wir uns ein isolirtes Metall- 
stück, das durch Reibung electrisirt ist; bringen wir mit diesem 
ein zweites isolirtes Metallstück in Berührung und trennen dann 
beide, so sind beide electrisch; ein Theil der Blectricität ist von 
dem ersten Stück zu dem zweiten übergegangen. 
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Wir wollen nun die Kräfte, die electrische Körper ausüben, 
genau, der Art und Grösse nach, zu bestimmen suchen. Denken wir 
uns ein Metallkügelchen, das an einem isolirenden Seidenfaden auf- 
gehängt ist oder an einem Glasstäbchen gehalten wird. Reibt man 
es, etwa mit Wolle, so wird es electrisch. Das zeigt sich dadurch, 
Jass es ein zweites, gleiches und gleichbehandeltes Kügelchen aus 
grösserer Entfernung abstösst und von ihm abgestossen wird. Die 
Abstossung hört auf, wenn man eine von den Kugeln auf einen 
Augenblick mit dem Finger berührt und ihm dadurch seine Electri- 
cität entzieht. Die Kügelchen üben dann gar keine Kraft auf ein- 
ander aus. Wir ziehen daraus den wichtigen Schluss, dass eine 


= 
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electrische Kraft zwischen zwei Körpern aus grösserer Entfernung 
nur dann wirkt, wenn beide electrisch sind. 

Welches die Kräfte sind, die zwei electrisirte Körper auf ein- 
ander ausüben, das lässt sich im Allgemeinen nicht leicht angeben, 
da diese Kräfte von dem Grade der Electrisirung, von der Gestalt 
und relativen Lage der Körper abhängen. Wir wollen daher zuerst 
unsere Aufgabe vereinfachen, indem wir den Fall betrachten, dass 
die beiden Körper unendlich klein (gegen ihre Entfernung) sind. 

Beobachtungen (die etwa mit der Coulomb’schen Drehwage an- 
gestellt werden können) zeigen dann, dass die Körper gleiche und 
entgegengesetzte Kräfte in der Richtung ihrer Verbindungslinie auf 
einander ausüben, die dem Quadrate der Entfernung umgekehrt pro- 
portional sind. Wir wollen die Kräfte „Abstossungskräfte‘“ nennen, 
indem wir eine anziehende Kraft als eine negative abstossende be- 
zeichnen wollen. Ausser von der Entfernung hängt die Abstossungs- 
kraft der beiden Körper von ihnen selbst ab. Stellen wir uns vor, 
dass in auf einander folgenden Versuchen die Kräfte gemessen werden, 
die in der Einheit der Entfernung verschiedene Körper A, , Ay, Ay - :- 
auf einen Körper B ausüben; bezeichnen wir diese Kräfte durch 


(4,2), (4,2)... oder (BA,), (BA,) ...- 


und stellen uns weiter vor, dass dann die Versuche wiederholt 
werden, indem statt des für 3 gewählten Körpers ein anderer ge- 
nommen wird. Es zeigt sich, dass die Verhältnisse: 


(AB): (AB):... 
von der Natur des: Körpers 3 unabhängig sind, dass also: 


(42,):(422,) = (AB.): (4. B,) 


B,)-(A,B 
(43) = (Ar n- ne 2). 

Die Körper 4, und ZB, mögen nun ihrer Natur und Electrisirung 
nach übereinstimmen mit einem beliebig gewählten Körper 0, den 
wir als Normalkörper annehmen wollen. Bezeichnen wir ferner die 
Körper A, und 3, kurz mit 1 und 2, so lautet obige Gleichung: 


(0, 2)-(1,0)_ _(1,0)-(2,0) 
TR 


1,9) , 0 
1,2) = 
— v0.o Vo,0’ | 
wo das Vorzeichen von Y(0, 0) beliebig gewählt sein kann. Von 
den beiden Faktoren rechts hängt der erste nur von dem Körper 1, 


der zweite ebenso von dem Körper 2 ab; wir bezeichnen sie durch 
e, und e,, so dass 


oder 


oder 


1° 


4 Erste Vorlesung. 


(1,0) e, 0 
 Y0,0) 0)’ TV 6) 


und nennen sie die EZlectricitätsmengen, welche die Körper enthalten; 
sie können positiv oder negativ sein. Es ist: 


(1, 2) m &,6,, 
und die Abstossungskraft bei der Entfernung r 


am, 
y3 

Da das Vorzeichen von Y(0, 0) beliebig gewählt werden konute, 
so kann für einen Körper das Vorzeichen von e beliebig gewählt 
werden. Für Glas, das durch Reibung mit Metall electrisirt ist, hat 
man e positiv angenommen. 

Wollte man direct nach der für e, aufgestellten Definition eine 
Electrieitätsmenge messen, so müsste man den ein- für allemal ge- 
wählten Körper 0 benutzen und (1, 0) beobachten; es ist von 
Wichtigkeit, dass die Messung auch auf anderem Wege sich be- 
wirken lässt. Man habe drei Körper 1, 2,3 mit den Electricitäts- 
mengen €, €,, €, 30 sind die Kräfte, die sie in der Einheit der Ent- 
fernung auf einander ausüben: 


(1,2) =e0, 2,Bö)=o6&, (3,1) = ee. 
daraus folgt: 
1,2)(1, 3 1, 2)(2, 3) 1, 3)(2, 3 
eu y 30.9 ana I: u! EI OLE Aloe Bd 
wo die Vorzeichen der 3 Wurzeln durch eines bestimmt sind, da die 
Vorzeichen der Producte je zweier bekannt sind. 

Damit sind die absoluten Werthe von e,,e,, e, bestimmt, und 
auch die Vorzeichen aller dieser Grössen, wenn das einer Grösse be- 
kannt ist. Der Körper 0 kommt hier gar nicht vor; wie derselbe 
gewählt ist, ist vollkommen gleichgültig in Bezug auf die Werthe der 
Electricitätsmiengen. 


8 3. 

Wir haben uns zuletzt die Abstossungskraft zweier electrischer 
Körper in der Einheit der Entfernung gemessen gedacht. Um zu er- 
kennen, von welcher Natur die Grössen sind, die wir Electricitäts- 
mengen nennen und wie diese sich ändern, wenn wir die Grund- 
einheiten ändern, betrachten wir nun die Abstossungskraft X, die 
zwei gleiche Electricitätsmengen in der Entfernung r auf einander 
ausüben; es ist j 

“= ‚„ ako ce = rYK ß 
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Wir können | 


mi 
= 


setzen, wo m eine Masse, / eine Länge, # eine Zeit bedeutet; 
dann wird: 


ı 0 
Gauss und W. Weber haben bei magnetischen und electrischen 
Untersuchungen als Fundamentaleinheiten 
mer. 
angenommen. Nennen wir W# die dem entsprechende Einheit von e, 
so ist also: 
mm,$ ‚‚mgr. } 
wet, 
da eben W = 1 werden soll, wenn 
em =], I =], jmer. — ] 


angenommen wird. 
W. Thomson hat als Einheiten der Länge, Zeit und Masse 


1m, 1: je. 
benutzt; heisst 7% die entsprechende Einheit von e, so ist: 


am}. (m) 
za yıoa. ns 


Th 


also: 
u -— 10%. 1000? = 1000. 


Durch eine ähnliche Ueberlegung wird man offenbar eine jede 
für ein e gemachte Angabe, die sich auf gewisse Einheiten von Zeit, 
Länge und Masse bezieht, so umsetzen können, dass sie für andere 
solche Einheiten gilt. Ä 


84, 
Wir wollen jetzt ein rechtwinkliges Coordinatensystem einführen. 
In dem Punkte, dessen Coordinaten a, b, c sind, befinde sich die 
Electricitätsmenge e, in dem Punkte x, y, z die Menge /. Die Ab- 
stossungskraft, die jene auf diese ausübt, ist: 


Mm ED HO- NH 


und ihre Componenten nach den Achsen sind: 


z—a y—b .—c 
fe, fe Pr fer 
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Diese Ausdrücke lassen sich anders schreiben. Es ist: 
1 
dm’ 


r en =>7c— a; also + 
D)__ı 
dr r? 
Also sind jene Componenten: 
DM MD _:W 
Br a Baur 


Sie sind also die Differentialquotienten einer Function von x, y, z 


nach x, y, z, nämlich der Function — fe, 
r 


Sind statt der Electricitätsmenge e deren beliebig viele e,, e,... 
in den Punkten a,, b,,C,> Q2, da, €. ... vorhanden, so findet man 
erfahrungsmässig die auf / ausgeübte Kraft, indem man annimmt, 
jedes e wirke so, als ob es allein vorhanden wäre, und die einzelnen 
Kräfte setzen sich nach dem Satze vom Parallelogramm zusammen. 

Danach sind die Componenten X, F, Z die Summen der ent- 
sprecherden durch die einzelnen e bedingten Componenten, nämlich: 


u 0 fa 
ee ie ae PH 


fe, 
r--Sm__2 fe 


Yy ey rn 


f 
2m __2 fa, 


03 08 7 
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Die Eigenschaft einer Kraft, dass ihre Componenten die Diffe- 
rentialquotienten einer Function nach den entsprechenden Coordinaten 
sind, wird in der Mechanik als ein besonders wichtiger und häufig 
vorkommender Fall betrachtet. Es wird dort eine solche Function, 
wenn sie existirt, Poiential genannt. Wenden wir diese Ausdrucks- 


weise auch hier an, so haben wir — > das Potential der Elec- 


| : 
"tricitäten e in Bezug auf f zu nennen. Es geschieht dies auch bis- 
weilen (z. B. von Riemann in seinen Vorlesungen über Rlectricität), 


aber gewöhnlicher ist es in der Electricitätslehre, + Lei mit diesem 
L 

Namen zu belegen. Das wollen wir auch thun. Offenbar können 

wir auch dann hier die Sätze anwenden, welche bezüglich des Poten- 
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tials in der Mechanik abgeleitet werden, nur müssen wir beachten, 
dass mit dem Namen Potential hier und dort entgegengesetzte Grössen 
bezeichnet werden. So z. B. heisst es in der Mechanik: die Arbeit, 
welche die betrachtete Kraft leistet, während ihr Angriffspunkt aus 
einer Lage in eine andere übergeht, ist gleich dem Zuwachs, welchen 
das Potential dabei erleidet; hier müssen wir sagen, dass jene Arbeit 
gleich der entsprechenden Ferringerung des Potentials ist. Bezeichnen 
wir das Potential der Electricitätsmengen e in Bezug auf die Menge / 
mit U, setzen also: 


so wird 
ou 


en Y= — .- En 


0x ey’ 02 
Wir wollen /= 1 machen, wobei dann V = >. w.rd. Einen 
L) 


unendlich kleinen electrischen Körper, oder was dasselbe ist, einen 
Punkt, in dem man sich Electricität concentrirt denkt, pflegt man 
einen electrischen Pol zu nennen, und einen Zinheits-Pol, wenn die 
Electricitätsmenge gleich 1 ist. Auf einen solchen Einheits-Pol 
wollen wir also das Potential U beziehen. Man nenut dasselbe dann 
sehr häufig Potentialfunction. Die Potentialfunction einer Blectricitäts- 
vertheilung ist das Potential derselben in Bezug auf einen Einbeits- 
pol, d.b. einen Punkt, in dem man sich die Einheit der Electricitäts- 
menge concentrirt denkt. 

Aus diesem Potential oder der Potentialfunction findet man zu- 
nächst die Componenten der auf den Pol wirkenden Kraft nach den 
oU 
2 


Coordinatenachsen, nämlich X = - zuge Aber dieses Coordinaten- 


system ist beliebig. Kennt man demnach U für alle Punkte des 
Raumes, so kann man mit Leichtigkeit die Componente der von 
den Electricitätsmengen e auf die Einheit der Blectrieität in irgend 
einem Punkte ausgeübten Kraft nach einer beliebigen Richtung finden, 
indem man das Coordinateusystem sich so gewählt denkt, dass eine 
Achse desselben diese Richtung hat; man ziehe aus dem gegebenen 
Punkte eine Gerade in der Richtung, für die man die Componente 
wissen will, und trage auf dieser von jenem Punkte die unendlich 
kleine Strecke & ab; in dem Endpunkte derselben sei das Potential U’, 
in dem gegebenen Punkte U, dann ist die gesuchte Componente: 
U--U 


€ I 


das ist der partielle Differentialquutient von — U nach der Coordi- 
nate des Punktes, die parallel der gegebenen Richtung ist. 
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8 6. 
Denkt man sich durch irgend einen Punkt des Raumes eine 
Fläche constanten Potentials 
U = const. 


gelegt und an diese in jenem eine Tangentialebene, so ist hiernach - 
die nach irgend einer dieser Ebene parallelen Richtung genommene 
Componente der Kraft für jenen Punkt = 0, d.h. es ist die Kraft 
normal zur Tangentialebene, oder normal zur Fläche U = const. und 
zwar ist sie parallel der Normale, die nach der Seite dieser Fläche 
gekehrt ist, auf der U kleinere Wertbe besitzt. 

Ist nur eine Electricitätsmenge e vorhanden ‚ so ist jede Fläche 
U == const. eine um sie als Mittelpunkt beschriebene Kugel. 

Man erhält eine Anschauung davon, wie die Richtung der Kraft 
von Punkt zu Punkt variirt, wenn man sich ein System von un- 
endlich naben Flächen U = const. vorstellt, da die Kraft überall 
senkrecht zu diesen ist; man sieht auch, wie die Grösse der Kraft 
von einem Punkte zum andern sich ändert, wenn jenes System von 
Flächen so gewählt ist, dass die Werthe von U von einer zur 
folgenden immer um denselben unendlich kleinen Betrag sich ändern; 


in Folge der Bedeutung des Ausdrucks I=r ist dann die Grösse 


der Kraft überall umgekehrt proportional dem Abstande je zweier 
auf einander folgender Flächen. 

Die Linien, welche die Flächen U == const. senkrecht schneiden, 
hat man Äraftlinien genannt. Sie haben zunächst die Eigenschaft, 
dass die Tangente, die in einem Punkte an eine Kraftlinie gezogen 
wird, der Richtung der Kraft für diesen Punkt parallel ist. Mit 
ihrer Hülfe kann man aber a.ch die Aenderungen beurtheilen, 
welche die Grösse der Kraft von :inem Punkte zum andern erfährt. 
Um das einzusehen, müssen wir eine gewisse Eigenschaft der Func- 
tion U benutzen, während die bisherigen Betrachtungen sich nur auf 
die Existenz derselben stützten. 


Aus 
| e, 
Denn 
folgt: 
oU H—%, U _ 3 (a, — x)? 1 
Üx == e, Pr ; PER > e - — 7,3 ’ 
also 
0x: Ne ay! +? a 
oder 


IU—=0, 


vorausgesetzt, dass (x, y, z) nicht mit einem Punkte zusammenfällt, 
in dem eine Electricitätsmenge sich befindet, in welchem Falle die 


EZ 
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unter dem 3&-Zeichen stehenden Grössen unendlich werden. Diese 
partielle Differentialgleichung ist die Eigenschaft von U, die wir 
benutzen wollen. Wir transformiren sie mit Hülfe des folgenden 
Satzes: 

Ist V eine eindeutige, stetige Function der Coordinaten x, y, z 
eines Punktes eines begreuzten Raumes, dr ein Element dieses 
Raumes, ds ein Element seiner Oberfläche und n die nach dem 
Innern des Raumes gerichtete Normale von ds, so ist: 


or 
SE ae fr cos (nz) ds, 


wie man sieht, wenn man für dr dxdydz setzt und nach x 
integrirt. 

Nun sei dr ein Element eines begrenzten Raumes, innerhalb 
dessen keine von den Electricitätsmengen e liegen; dann ist: 


far RU, RU zu es: 


tat 
Es genügen ferner 
oU oU oU 
dx’ day’ 0 


den für Y aufgestellten | daher ist diese Gleichung: 
0 [as (= cos (nz) 2 ae cos (ny) +? au cO08 (rz)) 


Die in Klammern stehende Grösse ist die negative Componente 
der Kraft nach n, oder 
U-U oU 
= oder Er 
daher besteht die Gleichung: 


0 am J| ds u 
Sie ist nur eine Umformung von IU == 0), 


Wir wollen sie anwenden auf einen Theil des von Electricität 
freien Raumes, den ich folgendermassen definire. Durch alle Punkte 
einer unendlich kleinen geschlossenen Linie in diesem Raume denke 
ich mir die Kraftlinien gelegt; diese bilden eine kanalförmige Fläche; 
den Raum, den sie begrenzt, wollen wir einen Äraftfaden nennen. 
Wir betrachten ein Stück desselben, dessen Begrenzung vervoll- 
ständigt wird durch zwei senkrechte Querschnitte. Auf die Ober- 
fläche dieses Stückes angewandt, giebt unsere Gleichung, unter Be- 
rücksichtigung des Umstandes, dass die Normalcomponente der Kraft 
für jeden Punkt der Seiteufläche verschwindet: 


je 3 un 


10 | Erste Vorlesung. 


wo ds ein Element des einen, ds’ ein Element des zweiten Quer- 
schnitts bedeutet. Sind R und A’ die Kräfte hier und dort, so ist 


on hier und dort 

=+R und + KR, 
wo die oberen Zeichen zusammengehören und die unteren, und die 
einen oder die anderen gelten, je nachdem U abnimmt oder wächst, 
wenn man auf dem Kraftfaden von dem ersten zum zweiten Quer- 
schnitt geht. Sind g und g’ die Flächen der Querschnitte, so ist 
dah’r: | 

gR=ugR. 

Auf einem Kraftfaden ist daher R mit g umgekehrt proportional, 
Man übersieht allgemein, wie die Grösse der Kraft von Punkt zu 
Punkt sich ändert, wenn man die folgende Construction sich aus- 
geführt denkt. Eine Fläche U = const. theile man in Elemente, die 
im Uebrigen willkürlich, nur so gewählt sind, dass ihre Grössen, 
multiplieirt mit den entsprechenden Werthen der Kraft dasselbe Pro- 
duct geben; durch alle Punkte der Grenzen dieser Elemente ziehe 
man die Kraftlinien. Dadurch wird der betrachtete Raum in Kraft- 
fäden zerlegt. An irgend einem Puukte ist die Grösse der Kraft 
dann umgekehrt proportional mit dem entsprechenden Querschnitt 
des Kraftfadens, in dem der Punkt liegt, oder mit anderen Worten: 
man denke sich, um die Grösse der Kraft in einem Punkte zu finden, 
durch diesen eine Fläche senkrecht zu ihrer Richtung gelegt, deren 
Grösse ein für allemal gewählt,. unendlich klein, aber unendlich gross 
gegen die Querschnitte der Kraftfäden ist; die Zahl der Kraftfäden, 
die durch diese Fläche hindurchgehen, ist der Grösse der Kraft direct 
proportional. 


87. 

Die Anschauung der Kraftlinien und Kraftfäden wird erleichtert 
durch eine Analogie, auf die ich aufmerksam machen will. ich will 
zeigen, dass einem jeden electrischen Problem, das sich uns hier dar- 
bieten kann, ein gew.sses hydrodynamisches Problem entspricht.*) 

Eine wichtige Klasse von Flüssigkeitsbewegungen hat das Eigen- 
thümliche, dass die Componenten der Geschwindigkeit u,v, w in 
irgend einem Punkte x,y,z der Bedingung 

0» 6 0 
nl, 
genügen, wo dann p das Geschwindigkeitspotential heisst. 

Die Componenten einer Geschwindigkeit findet man, abgesehen 
vom Vorzeichen, genau 30, wie die Componenten einer Kraft; wie 


°) Vgl. Kirchhoff, Vorlesungen über Mechanik, p. 189, 1877. 
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wir aus U die Kraft fanden, so finden wir also hier aus p die Ge- 
schwindigkeit. Dieselbe ist überall senkrecht auf den Flächen 
Q = const. und umgekehrt proportional dem Abstande zweier 
Flächen, in denen @ zwei constante Werthe hat, die einen unendlich 
kleinen constanten Unterschied besitzen. Die Linien, welche die 
Flächen @ == const. senkrecht schneiden, nennt man Siromlinien. Im 
Allgemeinen sind diese, wie die Flächen $ == const. mit der Zeit 
veränderlich; sie sind es aber nicht, wenn die Bewegung eine sia- 
tionäre ist. Dann schneidet ein Flüssigkeitsthailchen überall senkrecht 
die festen Flächen 9 = const., es bewegt sich also längs einer Strom- 
linie. Die Flüssigkeitsmasse, welche begrenzt ist durch Stromlinien, 
die durch alle Punkte einer unendlich kleinen geschlossenen Linie 
gelegt sind, nennt man einen Stromfaden. Die Theile dieses Fadens 
bewegen sich bei stationärer Bewegung gerade so, wie wenn sie in 
einer festen Röhre flössen. Die Stromlinien und Stromfäden sind 
für eine stationäre Flüssigkeitsbewegung verhältnissmässig leicht der 
Vorstellung zugänglich. Um die Analogie zwischen U und 9 voll- 
ständig zu machen, müssen wir noch, wie ich nun zeigen will, die 
Flüssigkeit als incompressibel annehmen. 

Betrachten wir ein Element ds in der Flüssigkeit und nennen n 
die Normale von ds, die nach der Seite gekehrt ist, nach der die 
Flüssigkeit bindurchströmt. Es sei A die Geschwindigkeit, #0 ist das 
im Zeitelement ds hindurchtretende Flüssigkeitsvolumen 


= dids Rcos (nR) = di as 3? 


Wählen wir n entgegengesetzt, so ist dieser Ausdruck gleich dem 
negativen durch ds tretenden Flüssigkeitsvolumen. 

Nun sei ds ein Element der Oberfläche eines beliebigen Theiles 
des von der Flüssigkeit erfüllten Raumes und n die nach Innen ge- 
kehrte Normale; die Flüssigkeit sei incompressibel; dann muss hier- 
nach sein: 


09 
(= ds au 


oder, was dasselbe ist, 0 = 49. 

Das ist gerade die Gieichung, der, wie wir gesehen haben, ein 
jedes electrisches Potential U genügt. Daraus folgt, dass einem 
jeden electrischen Problem, wie wir es hier zu betrachten haben, eine 
gewisse stationäre Bewegung einer incompressibeln Flüssigkeit ent- 
spricht, so dass die Kraftlinien bei jenem mit den Stromlinien bei 
diesem zusammenfallen. Ein Vortheil, den wir haben, wenn wir U 
als ein Geschwindigkeitspotential für eine stationäre Bewegung einer 
incompressibeln Flüssigkeit ansehen, ist der, dass 

oU 
ds an 
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eine einfach angebbare Bedeutung gewinnt. Es ist dieser Aus- 
druck das durch ds in der Zeiteinheit tretende Flüssigkeitsvolumen, 
positiv oder negativ, je nach dem Sinne, in welchem die Bewegung 
stattfindet. 

Der einfachste Werth von U ist =; die Flächen U == const. sind 


dann concentrische Kugeln, die Kraftlinien die Radien derselben. 
Diesem Falle entspricht eine Flüssigkeitsbewegung, bei der aus dem 
Anfangspunkt von r gleichmässig nach allen Seiten Flüssigkeit aus- 
strömt, oder von diesem Punkte gleichmässig von allen Seiten Flüssig- 
keit eingesaugt wird, je nach dem Vorzeichen von e. 
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. Endliche electrisirte Körper. — Vertbeilung der Electricität in einem Leiter. — 
Vorstellung von den Ursachen der electrischen Erscheinungen. — Electrische 
Flüssigkeiten. — Freie Electricität. — Die Potentialfunction räumlich vertheilter 
Electricität für äussere und innere Punkte. — Ihre ersten und zweiten Differential- 
quotienten. — Vertheilung der Electricität auf einer Fläche, auf einer Linie. — 
Gleichgewichtsbedingung. — Green’scher Satz. — Eindeutigkeit des Potentiale. 
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Unsere bisherigen Betrachtungen lehrten die Kraft kennen, die 
auf gegebene Weise vertheilte Electricitätsmengen auf einen unendlich 
kleinen Körper, der die Electricitätsmenge 1 enthält, ausüben. Ent- 
hält der Letztere eine andere Electricitätsmenge, so ist die Kraft, 
die unter sonst gleichen Umständen auf ihn wirkt, dieser proportio- 
nal. Ein endlicher electrisirter Körper ist ein System von unendlich 
vielen, unendlich«kleinen, electrisirten Körpern. Bei Benutzung der 
Sätze von der Zusammensetzung der Kräfte werden wir daher jetzt 
auch im Stande sein, die Kräfte, mit denen zwei. endliche electrisirte 
Körper auf einander wirken, zu berechnen, falls wir nur die Ver- 
theilung der Electricität in ihnen kennen. Denken wir uns jeden 
der beiden Körper in Elemente zerlegt; e,,e,,... seien die Elec- 
tricitätsmengen der Elemente des einen, /,,f., - - - die Blectricitäts- 
mengen der Elemente des anderen Körpers und es sei Y das Poten- 
tial jenes in Bezug auf diesen, so ist: 


Te 
P-SVyE. 

Kann man die Veränderung berechnen, welche dieses Y erfährt, 
wenn der zweite Körper eine unendlich kleine Verrückung erfährt, 
die Electrieitätsmengen alle aber an den Körpertheilen haften, an 
denen sie sich befinden, so kann man alle Fragen über die elec- 
trischen Kräfte, die der erste Körper auf den zweiten ausübt, beant- 
worten. Es ist nämlich die Verringerung, welche 7 bei jener Ver- 
rückung erfährt, gleich der Arbeit der genannten Kräfte für diese 
Verrückung. Nach dem Princip der virtuellen Verrückungen kann 
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man daher beurtheilen, ob die electrischen Kräfte: mit einander oder 
m't gegebenen fremden Kräften im Gleichgewicht sind oder nicht, 
und kann, wenn sie es nicht sind, Kräfte finden, die hinzugefügt 
werden müssen, um das Gleichgewicht herzustellen. 


82. 

Um nun Y und seine Aenderungen berechnen zu können, ist 
vor Allem die Kenntniss der Grössen e und / nöthig, d. h. die Kennt- 
niss der Vertheilung der Electricität in den beiden Körpern. Ueber 
die mögliche Vertheilung der Electricität in einem Isolator lässt sich 
etwas Allgemeines nicht aussagen; es kann hier eine jede Vertheilung, 
wenn sie einmal hervorgerufen ist, eine Zeit lang bestehen. bleiben, 
eben weil die Electricität im Isolator sehr schwer beweglich ist. Bei 
der Untersuchung der Vertheilung der Electricität in einem Körper 
wollen wir uns auf den Fall beschränken, dass derselbe ein gwser 
Leiter ist und annehmen, dass die Electricität im Gleichgewicht ist, 
dass also die Vertheilung eine dauernde sein kann. Wir werden 
sehen, dass sie dann durch einen sehr einfachen Satz bestimmt ist, 
dessen Keuntniss auch noch deshalb von Interesse ist, weil nur mit 
seiner Hülfe die Kräfte ermittelt werden können, die zwei electri- 
sirte Leiter auf einander ausüben. Um diesen Satz ableiten zu 
können, muss ich die Vorstellung erwähnen, die man sich von der 
Ursache der electrischen Erscheinungen gebildet hat. 

Diese soll liegen in der Existenz zweier unwägbarer Materien, 
die electrische Materien, electrische Flüssigkeiten? oder kürzer Elec- 
tricitäten genannt werden. Sie sollen Kräfte auf einander ausüben, 
und zwar die Theilchen derselben Flüssigkeit sich abstossen nach 
dem Coulomb’schen Gesetz, die der entgegengesetzten sich anziehen. 
Entgegengesetzte Wirkungen sollen die Theilchen beider unter 
gleichen Umständen austiben und erleiden; deshalb werden sie als 
positive und negative unterschieden. In einem unelectrischen Körper 
sind die beiden electrischen Materien in gleicher Menge gleichmässig 
durch einander gemischt vorhanden. Beim Act des Electrisirens 
werden sie theilweise getrennt, so dass ein Körpertheil oder ein 
ganzer Körper einen Ueberschuss von positiver oder negativer Blectri- 
cität enthält. Dieser Ueberschuss heisst seine /reie Electricität; er 
ist das, was wir bisher seine Electricitätsmenge genannt haben, die 
positiv oder negativ sein kann. 

Unter Umständen übertragen sich die direct auf die electrischen 
Flüssigkeiten ausgeübten Kräfte auf die ponderablen Träger derselben, 
und so entstehen die Anziehungen und Abstossungen electrisirter 
Körper, die wir bis jetzt betrachtet haben. Aber es sind die electrischen 
Flüssigkeiten auch in den Körpern beweglich, um so leichter, je besser 
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die Körper leiten. In den guten Leitern, z. B. in den Metallen, bringt 
die kleinste Kraft, die auf ein Blectricitätstheilchen wirkt, auch eine 
Verschiebung desselben hervor. Es folgt daraus, dass in einem 
solchen Leiter ein Gleichgewicht der Electricität nur stattfinden kann, 
wenn die Kraft gleich O ist, die auf irgend ein Electricitätstheilchen 
in seinem Innern von aller vorbandenen Electricität ausgeübt wird. 
Aber in allen Theilen des Leiters befindet sich Electricität, wenn 
nicht freie, so gleich viel von dem beiden Flüssigkeiten; wäre für 
eine solche Stelle die electrische Kraft nicht gleich Null, so müsste 
die positive Electrieität nach einer Richtung, die negative Electricität 
nach der entgegengesetzten Richtung bewegt werden. Das Gleich- 
gewicht erfordert also, dass überall in den Leitern die electrische 
Kraft gleich O0 ist. Diese Kraft, bezogen auf die Einheit der Electri- 
citätsmenge, ist aber durch die Potentialfunction ausdrückbar; ihre 
Componenten sind die negativ genommenen Differentialquotienten 
dieser nach den Coordinaten des betrachteten Punktes. Diese Diffe- 
rentialquotienten müssen also überall in dem Leiter verschwinden, 
die Potentialfunction also constant sein. 


8 3. 

Diese Betrachtung bedarf in einer Beziehung aber noch der 
Rechtfertigung. Die Kräfte, die eine Electricitätsvertheilung auf 
einen Punkt ausübt und ihre Potentialfunction in Bezug auf diesen 
baben wir unter der Voraussetzung untersucht und unter dieser Aus- 
drücke dafür aufgestellt, dass dar Punkt ausserhalb des Raumes liegt, 
in dem die wirkende Electricität sich befindet. Hier aber ist diese 
stetig in dem Leiter verbreitet, und in demselben befindet sich der 
Punkt, der in’s Auge zu fassen ist. Es ist fraglich, ob jene Be- 
trachtungen hier noch gelten, ob jene Ausdrücke hier noch eine be- 
stimmte Bedeutung behalten, ob sie nicht unbestimmt oder un- 
endlich werden. 

Die Potentislfunction können wir durch das Integral: 


kr 
r 

darstellen, wo k die Dichtigkeis der Electricität in dem Raumelemente 
dr bedeutet und: | 

P=-(@- + M+le- 2) 

ist, wenn a, b,c die Coordinaten von dr und x, y, 2 die des Poles 
sind. Nach a, db, c ist zu integriren. Zwischen den Grenzen der 
Integration wird a=x,b==y,c == 2, also der Factor von dr un- 


endlich. Setzt man 
dt = dadbdc 


und sucht dann zu integriren, so wird die zu integrirende Function 
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zwischen den Grenzen der Integration unendlich, Aber man braucht 
nur die Raumelemente anders zu wählen, nur andere Integrations- 
variable einzuführen, um zu bewirken, dass das nicht stattfindet. 
Polarcoordinaten, deren Anfangspunkt (x, y, z) ist, leisten das. 
Statt a,b, c wollen wir r,®, © einführen durch die Gleichungen 

4— zaurco® 

b— y =rsin®coso 

C— zwar sin d sin 0. 
Dann sind r, 9, & Polarcoordinaten der bezeichneten Art. r hat 
seine frühere Bedeutung, es ist der Abstand von (a, b, c) und (z,y, z). 
® und m sind zwei Winkel, die am leichtesten sich so beschreiben 
lassen. Man denke durch (a, d,c) sich eine Kugelfläche um (.r, y, z) 
als Mittelpunkt gelegt, deren Radius also r ist. Man vergleiche 
diese mit der Erdoberfläche und lasse der Polachse dieser die Linie 
entsprechen, die der X-Achse parallel durch den Mittelpunkt gezogen 
ist. Dann ist ® das Complement zu 9° der geographischen Breite, 


Fig. 1. 


und ® die geographische Länge. Die Flächen r == const. sind dann 
concentrische Kugeln, ® == cunst. Kegel mit gemeinsamer Achse, 
@ == const. Ebenen, die durch diese Achse hindurchgehen. Stellen 
wir uns nun diejenigen von diesen Flächen vor, die durch einen 
Punkt a, 5, c hindurchgehen. Die Ebene der Zeichnung sei die 
Ebene, für welche & constant ist, eine Meridianebene. In ihr liegt 
auch der Punkt z, y, z und die durch diesen der X-Achse parallel 
gezogene Gerade. ® und r sind in der Figur sichtbar. Die Fläche 
r == const. schneidet die Ebene der Zeichnung in einem Kreise vom 
Radius r, der Kegel $ == const. in der geraden Linie r. Die Flächen 
r == const. und # = const. schneiden sich in einem Kreisbogen, der 
in (a,db,c) senkrecht auf der Ebene der Zeichuung steht und zum 
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Radius das Perpendikel r sin & hat. Um ein Raumelement abzu- 
grenzen, wollen wir uns nun neben den eben besprochenen Flächen 
drei andere denken, in denen r, ®, ® auch constante Werthe haben, 
die aber um unendlich kleine Grössen grösser sind als bei den durch 
(a,b, c) gehenden Flächen; sie seien grösser um dr, d®, do. 
Diese sechs Flächen begrenzen dann ein unendlich kleines recht- 
winkliges Parallelepipedon, dessen einer Eckpunkt (a, b, c) in der 
Ebene der Zeichnung liegt. Eine Seite liegt auch in dieser Ebene; 
ihre Kanten haben die Länge 


dr und rd, 


die dritte Kante steht senkrecht auf der Ebene der Zeichnung und 
hat die Länge 
rsin®do. 


Der Inhalt des Parallelepipedons ist also: 
= r?!drsin®dd do. 


Dieses kann man für dr setzen. Dann wird die Potential- 


function: 
#“2ıuR 


o=//fersin 9daddodr. 


Für r 0 wird hier die zu integrirende Function nicht unendlich 
(sondern O0); das Integral hat also einen angebbaren endlichen Werth. 
Die Theile der Masse, welche unendlich nahe an dem betrachteten 
Punkte liegen, tragen unendlich wenig zur Potentialfunction bei, 
sie ändert sich also auch stetig, wenn der Punkt aus dem freien in 
den mit Electricität erfüllten Raum übertritt. 


8 4. 

Dasselbe gilt von den Kraftcomponenten oder den ersten Diffe- 

rentialquotienten der Potentialfunction. Es ist ausreichend eine Kraft- 
componente zu betrachten. Es ist: 


- X SER [RERFR 


# 2n R 


[Jr cos # sin HdF dwdr. 


Also bleibt auch hier die zu integrirende Function für r = 0 endlich. 
Nicht dasselbe gilt aber von den höheren Differentialquotienten. 
So wäre z.B.: 
Kirchhoff, Electricität, 2 
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zu fi Gunf f Jamemtmsnınen 


dieser Ausdruck aber hätte keinen Sinn, weil die zu integrirende 


Function für r = 0 unendlich ist. Doch muss nd einen angebbaren 


Werth haben, da U eine stetige Function ist; nur lässt er sich nicht 
durch jenes Integral darstellen. Dasselbe m von 


5, 
AU em, a m er ’ 


dessen Kenntniss für uns von grosser Wichtigkeit werden wird. Wir 
finden es durch folgende Ueberlegung. 

Es sei ds ein Element einer Fläche, welche einen Raum voll- 
ständig begrenzt, n die nach dem Innern dieses Elements gerichtete 
Normale; ist U ein Potential von äusseren Massen, so ist, wie wir 


gesehen haben: 
cU 
fas on = 0. 


Das ist nicht der Fall, wenn U ein Potential von inneren Massen :st. 
Wir wollen das Integral für diesen Fall berechnen. Zunächst können 
wir beweisen, dass sein Werth unabhängig ist von der Gestalt der 
Fläche. Denken wir uns nämlich zwei solcher Flächen, von denen 
die eine die andere umschliesst, so ist nach dem ebeu erwähnten 
Satze, angewendet auf den von beiden Flächen begrenzten Hohlraum: 


BU HU 
je dm - Jasd}. 


Nun lässt für einen Fall das Integral sich leicht berechnen, nam- 
lich für den Fall, dass die Fläche eine Kugel ist, in deren Mittel- 
punkt die Electricitätsmenge e sich befindet. Dann ist 


U=--, din= —dr, 


und das betrachtete Flächenintegral wird: 


(sl - nfas=4ze, 


wobei R den Radius Er Kugel bezeichnet. 

Diesen Werth hat das Integral also für jede Fläche, die den Pol 
umschliesst. Wenn U die Summe mehrerer Glieder ist, so ist das 
Integral die Summe der Werthe, die den einzelnen jener Glieder 
entsprechen. Wenn daher U das Potential von Electricitäten ist, die 
beliebig vertheilt sind in dem von der Fläche umschlossenen Raume, 
so ist das Integral = 4x mal der Summe der Electricitätsmengen. 
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Der Satz lässt sich noch etwas verallgemeinern. Ist U das Potential 
von innerer und äusserer Blectricität, so ist das Integral = 4x mal 
der Summe der inneren Electricitätsmengen, denn der Theil des 
Integrals, der von den äusseren Electricitätsmengen herrührt, ist 
gleich Null. 

Nun rühre U ber von Electricitätsmengen, die stetig in einem 
Raume verbreitet sind; die Fläche mit dem Element ds sei innerhalb 
dieses Raumes, so ist also: 

ds en = An kdr. 


a oU HU 
x’ öy ’ pi 


fas nu ds ( co8 (nz) 2 Fr cos (ny) 22 ne CO8 (nz)) 


_ — far au, 


Andrerseits ist, wie wir wissen, da —— stetig sind, 


also: 
[ar (a0 +42 = 0 
und da der Raum willkürlich ist: 
AU — 4xrk. 


Hieran lässt sich eine merkwürdige Folgerung in Betreff der 
Gleichgewichtsvertheilung der Electricität in einem Leiter knüpfen. 
Rührt Y von einer solchen her, so ist für den ganzen Leiter 


U = const,, 
= oU au aU 
3 dd Fre Fra 


d.h. die Kräfte = 0, also auch AU = (0), mithin k = (0, 

Es existirt also keine freie Electricität im Innern des Leiters, 
sie befindet sich vielmehr an der Oberfläche desselben. Man nimmt 
an, dass sie dortselbst in einer Schicht von unwahrnehmbarer Dicke 
enthalten ist. Verhält sich das so, so kann in dieser Schicht 7 
nicht constant sein, da eben hier X nicht = 0 ist. Das Gleich- 
gewicht, welches thatsächlich auch hier stattfindet, kann nur dadurch 
erzeugt sein, dass hier neben den betrachteten Kräften noch andere 
wirken; man denkt sich, dass diese von den wägbaren Theilen des 
Leiters*) herrühren. Diese sind aber nur wirksam in unendlich 
kleinen Entfernungen, wie die vVapillarkräfte.e In merkbarer Ent 
fernung von der Oberfläche sind allein die electrischen Kräfte zu be- 

rücksichtigen, und bei ihrer Berechnung darf man die Eleotricität 
als in der Oberfläche selbst verbreitet ansehen. 


*) und des angrenzenden lsolatorı. D. H. 
g9*r 
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85. 

Die Betrachtung der Gleichgewichtsvertheilung der Electricität 
in einem Leiter führt uns also zur Untersuchung des Potentials von 
Electrieität, die stetig in einer Fläche verbreitet ist. Ein solches 
Potential hat den Ausdruck 

u 
= 


Die Grösse k wollen wir von nun an die BERIEER: der Elec- 
trieität in dem Flächenelement ds nennen. 

Wir wollen beweisen, dass dieses U stetig, also auch endlich ist, 
wenn der Punkt x,y,z unendlich nahe an der Oberfläche liegt. 

Das Coordinatensystem, das wir beliebig wählen können, legen 
wir so, dass der Anfangspunkt in der Oberfläche liegt, nehmen den 
Punkt, auf den sich U bezieht, in der z-Achse an und diese als senk- 
recht auf der Fläche; wir haben dann den Werth von U für un- 
endlich kleine, positive und negative Werthe von z zu untersuchen. 
Wir denken uns aus der Fläche einen Theil herausgeschnitten durch 
einen kreisförmigen Cylinder, dessen Achse die z-Achse ist, und der 
den Radius A hat, einen Radius, der unendlich klein, aber gegen z 
unendlich gross und von diesem unabhängig sein soll. Den Theil 
von U, der von der Masse auf dem ausgeschnittenen Flächenstück 
herrührt, nennen wir U,, den anderen U,. U, wird nicht unstetig 
dadurch, dass z durch Null hindurchgeht. Um UV, zu bilden, dürfen 
wir das ausgeschnittene Flächenstück als eine ebene Kreisfläche und 
die Dichtigkeit in ihm als constant ansehen, vorausgesetzt, dass die 
Fläche endlich gekrümmt und die Dichtigkeit stetig ist; d.h. wenn 
das Flächenelement des Kreises od es ist: 


ie — dx af ode 
Ve’ + x 


= 2nh(YR+ z? —yY2?). 


Yz? ist stets positiv zu nehmen, wir können daher nicht einfach 
dafür z schreiben. Wenn nun z durch Null hindurchgeht, so wird 
U, 0, da auch R unendlich klein ist. U bleibt also stetig, wenn 
der Punkt durch die Fläche hindurchgeht, es hat denselben Werth 
auf beiden Seiten der Fläche. 

Ferner ist: 


m SE RER. 
au erh (ya — yo) 
oder, da R unendlich gegen z ist: 
Ho — 2r Er E = — 2un, wenn z positiv: (Yz? = z) 


= + 2xh, wenn z negativ: (Yz?—= — z). 


8 6. Green’scher Satz. 2 


Da en stetig ist, so wächst sprungweise um — 4xh, wenn z 


vom N egativen zum Positiven durch Null hindurchgeht. Um uns 
von dem benutzten speciellen Coordinatensystem unabhängig zu 
machen, nennen wir n, was wir z genannt haben. Es wächst dann 


on sprungweise um — 4rh, wenn (z, y, z) im Sinne der Normalen n 


durch die Fläche hindurchgeht. Unterscheiden wir die nach den 
beiden entgegengesetzten Richtungen der Normalen gemessenen 
Strecken n; und n, und geben diesen Zeichen nur positive unendlich 
kleine Werthe, so haben wir: 


eu oU 


Wir knüpfen hier folgende Bemerkung an. Ist auf einer Zinie 
eine Masse verbreitet, so dass auf ein endliches Stück derselben eine 
endliche Masse kommt, so wird das Potentisl derselben und seine 
Differentialquotienten unendlich nahe an der Linie unendlich. 

Die Masse bedecke mit der gleichmässigen Dichtigkeit k die 
X-Achse von z = — a bis x == + a; der Punkt, auf den das Poten- 
tial V sich bezieht, liege in der yz-Ebene, von dem Anfangspunkt 
der Coordinaten um _ entfernt; dann ist: 


Ge gfetete, 
var“ oe +a!— a 
Nehmen wir o als anendlich klein gegen a an, so können wir setzen: 
PERF EEREAEEERNER 2 
y®+g!+a=2a, Va’+g? — o=-all+ 5) - -.L, 
mithin 
Vak —2klg”t, 


also unendlich gross. Ist die Linie gekrümmt und die Dichtigkeit k 
variabel, so beweist sich dasselbe, indem wir Y in zwei Theile theilen. 


86. 


Die Aufgabe, die Gleichgewichtsvertheilung der Electricität in 
einem Leiter zu finden, kommt darauf hinaus, die Dichtigkeit 5 für 
alle Elemente der Oberfläche so zu bestimmen, dass für alle Punkte 
im Innern des Leiters U — const. ist. Wir wollen beweisen, dass 
diese Forderung durch die scheinbar geringere ersetzt werden kann, 
dass an der Oberfläche U = const. ist. Wir leiten zu dem Zwecke eine 
wichtige Eigenschaft eines jeden Potentials von äusseren Massen ab. 

Es sei dr ein Element eines vollständig begrenzten Raumes, 
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x, y, z seine Coordinaten, U und P zwei Functionen derselben. Die 
identischen Gleichungen: 

oU 09 AR ve’ 

2 TE a a (92 
addiren wir, li mit dr und RER nach diesem; wir 
d m ; A ; As einwerthig und stetig in dem 
Raum sind, dem dr angehört, und bezeichnen durch ds ein Element 
der Oberfläche dieses Raumes, durch n die nach innen gerichtete 
Normale von ds. Dann ist: 


AA AAN oU0oV , 9UoV 
SH rm +uar) 


setzen voraus, dass U un 


= — Ids ur cos (nz) + cos (ny) + = COB (nz)) 


oV 
== — IdsÜU ri : 
Diese Gleichung heisst der Green’sche Satz. Sind auch Y und 
oU OU oU. 


2’ dy°’ üs in dem betrachteten Raume einwerthig und stetig, so 


kann man in ihr Y und F vertauschen. Durch Subtraction findet 
man dann’ 


fas(wX - 20) = far (v a0 — Uarv). 


Ist überdies AU=0O und IV =0, so folgt: 


fast - v)=0. 


Diese Gleichung enthält als speciellen Fall die Gleichung 


0 
fa =0, 


die wir schon für ein äusseres Potential abgeleitet und benutzt haben 
und die aus dieser entsteht durch F == const. 
Es sei wieder U ein Potential von Massen ausserhalb eines 


Raumes, dessen Oberfläche das Element ds hat und es sei V = 2, 


wo r die Entfernung des variablen Punktes von einem festen Punkte ? 
innerhalb des genaunten Raumes. Der Raum, auf den wir unsere 
Gleichungen anwenden, sei begrenzt durch s und eine unendlich 
kleine Kugel, die mit dem Radius 2 um ? beschrieben ist, deren 
Element dS sei. 

Unsere vorletzte Gleichung wird dann, auf die beiden Flächen S 
und s erstreckt: 
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17) souU 
u fası, Ja _[aviz_ far 


Nun kann: 
dS = R sın $dddo 


gesetzt werden und A ist endlich; daher ist das erste Integral 


== 4 U, das zweite unendlich klein, also: 


| 
ee ds U— — NS 


wo das U links sich auf den Punkt ? bezieht. 

Von dieser wichtigen Gleichung machen wir hier eine An- 
wendung, indem wir als Fläche s eine Kugel wählen, die mit dem 
endlichen Radius 2 um ? als Mittelpunkt beschrieben ist; es ist 
dann in der letzten Gleichung zu setzen: 


also: 


d.h. das U im Mittelpunkt ist gleich dem arithmetischen Mittel der 
U an der Oberfläche der Kugel; jenes liegt also zwischen dem grössten 
und dem kleinsten dieser. Da das gilt, wie klein auch die Kugel 
gewählt wird, so kann U in einen: beliebig gestalteten Raum kein 
Maximum oder Minimum haben; alle seine Werthe in dem Raume 
liegen zwischen dem grössten und dem kleinsten der \Werthe, die es 
an der Oberfläche hat. Sind diese constant, so hat U in dem ganzen 
Raum denselben constanten Werth. 

Hiernach lässt sich (w. z. b. w.) die Bedingung für das Gleich- 
gewicht der Electricität in einem Leiter dahin aussprechen, dass die 
Potentialfunction der gesammten Electricität an der Öberjläche des 
Leiters constant ist. 


8. 

Es sei nun ausserhalb des Leiters Electricität in gegebener An- 
ordnung vorhanden, Y sei ihre Potentialfunction; auf der Oberfläche 
des Leiters muss sich dann auch Electricität befiuden; U sei die von 
dieser herrührende Potentialfunction und 


u—/n“. 
T 


Dann muss an der Oberfläche Y+ V — const. — C sein, oder 
wie wir schreiben wollen: 
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UVC. 


Ausserdem wissen wir von U, dass sowohl innen als aussen I U= (0), 
ferner dass U mit seinen Differentialquotienten sowohl iunen als 
aussen stetig ist, während au der Oberfläche nur U selber stetig 
bleibt, endlich dass in der Unendlichkeit (vorausgesetzt, dass der 
Leiter endlich ist) U verschwindet. 

Hierdurch ist U eindeutig bestimmt, wenn C gegeben ist. Beweis: 

Gesetzt es gäbe zwei Functionen U, die diesen Bedingungen 
genügen, U’ sei die Differenz derselben. Es muss dann sein innen 
und aussen AU’== (0) und U’ mit seinen Differentialquotienten stetig, 


ferner an der Oberfläche U’== 0 und für eine Fläche in der Un- 
endlichkeit U’ 0. Für den inneren Raum folgt hieraus U’ = 0 
und dasselbe auch für den Raum zwischen der Leiteroberfläche und 
der Fläche in der Unendlichkeit. 

Hat man U gefunden, so hat man auch A nach: 


In +3. = ah. 


Der einfachste Fall ist: Y=0, d. h. es befindet sich keine 
Electrieität ausserhalb des Leiters. Dann ist: 
U=(, ao V=C 


und 


oU 
u a 
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Wir wollen, zu späterem Gebrauche, hier noch beweisen, dass, 
wenn U an der Oberfläche eines Raumes verschwindet, es für alle 
endlichen Theile des Raumes auch dann verschwinden muss, wenn 
es in dem Raum eine Zinie giebt, für welche die Bedingungen der 
Endlichkeit und Stetigkeit für U und seine Differentialquotienten 
nicht erfüllt sind, wenn nur U selber in unendlicher Nähe der Linie 
endlich ist. (Unendlich nahe an der Linie bleibt U dann freilich 
unbestimmt.) Dieser Fall wird z. B. realisirt durch einen unendlich 
dünnen electrisirten Draht, 

Wir denken uns die genannte Linie eingeschlossen in eine 
Röhrenfläche, deren Querschnitt den unendlich kleinen Radius & habe, 
und bestimmen U durch die Gleichung: 


Pi 
1 Y 1 ds 0U 
ES PR: 2 ı fa ön’ 


indem wir die Integrationen auch über die Röhrenfläche ausdehnen. 
Wir fassen die beiden Integrale für die Röhrenfläche in’s Auge. Das 
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1 


erste verschwindet, da U, sowie Fern endlich sind und / ds, aus- 


gedebnt über einen beliebigen Theil der Fläche, von der Ordnung 
von & ist. Wir werden beweisen können, aber nicht so einfach, dass 


Fig. 2. 
7 


auch das zweite verschwindet; nicht so einfach, weil A möglicher- 


weise unendlich ist. Die Differentialquotienten Sn er, ; a in der 
Nähe der Röhrenfläche könnten unendlich sein, aber höchstens von 


der Ordnung von 2, da U endlich sein soll. Denken wir uns näm- 
lich ein ähnliches Bild unseres Raumes, bei dem aber der Länge & 
im ursprünglichen Raume Jie Länge 1 entspricht; seien X, Y, Z die 
Coordinaten des Punktes des Bildes, das dem Punkte x, y, z jenes 


Raumes entspricht, so dass: 


zms5Ä, y=ef, zum eZ 
x Sr a nicht unendlich sein, da U es nicht 
oU oU 


sein soll; dasselbe gilt also von e 5, 85, , 295 


Wäre nun von der Ordnung n ‚ so würde 1 


einen endlichen Werth geben. Da wir dann bei der Berechnung dieses 
Integrals unendlich Kleines vernachlässigen dürfen, so dürfen wir 


ist; es dürfen dann 


gerade 


dabei für endliche Werthe von r die Aenderungen, die = in einen 


jeden Querschnitt der Röhrenfläche erfährt und die von der Ordnung 
von & sind, vernachlässigen, also r beziehen auf den Mittelpunkt 
dieses Querschnitts; d. h. wir können unser Integral ansehn als das 
Potential einer Masse, die jene Linie mit der Dichtigkeit 


790 

fu 
bedeckt, wo d/ ein Element des Umfanges des Querschnitts bedeutet. 
Wäre diese Dichtigkeit endlich, so würde U bei Annäherung an die 
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Röhrenfläche logarithmisch unendlich*); sie muss daher verschwinden, 
da U endlich bleiben soll; es muss mithin das Potential der Linie 
verschwinden. Daraus folgt, dass U überall, ausser unendlich nahe 
an jener Linie, ausgedrückt ist durch die beiden über die äussere 
Oberfläche auszudehnenden Integrale, dass es also denselben Werth 
hat, als ob an jener Linie keine Unstetigkeit stattfände; dass also 
Maximum und Minimum in der äusseren Oberfläche liegen, und dass 
U überall verschwindet, wenn es an dieser Oberfläche verschwindet. 


°) Vgl. oben p. 21. 


Dritte Vorlesung. 


Vertheilung der Electricität auf einem Leiter von specieller Form. — Kugel. — 
Transformation der Coordinaten. — Elliptische Coordinaten. — Vertheilung auf 
einem Ellipsoid, einer elliptischen Scheibe, einem Stabe. 


8 1. 


Wir wollen nun für specielle Formen der Leiter die Vertheilung 
der Electricität berechnen. Es giebt einen einfachen Weg, um für 
mannigfaltige Gestalten eines Leiters die Gleichgewichtsanordnung zu 
finden. Nebmen wir nämlich irgend eine Lösung der Gleichung 
AU==(0, die in der Unendlichkeit verschwindet und suchen eine 
Fläche Y== C, ausserhalb deren Y, zE ; en n stetig sind, so ist 
diese Fläche die Oberfläche eines Leiters, für den wir die Lösung 
unserer Aufgabe haben. Für den äusseren Raum ist das angenommene 
U das electrische Potential, für den inneren ist dieses constant und 


Der einfachste hierher gehörige Fall ist: 
e 
U um ze 


Die Flächen U == const. sind dann Kugeln, die um den Anfangspunkt 
der r beschrieben sind. Wählen wir die mit dem Radius R be- 
schriebene Kugel als Oberfläche eines Leiters und nehmen C als den 
Werth des Potentials in ihm an, so muss 


C=3; e=CR 


sein; das äussere Potential ist so gross, als ob diese Electricitäts- 
menge im Mittelpunkte der Kugel concentrirt wäre. Die Dicktig- 
keit A ist 
e 
 inRt? 


also constant, und die gesammte Electricitätsmenge auf der Oberfläche 


—/[has=e. 
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Es lässt sich leicht verificiren, dass eine Electricitätsmenge, die 
gleichmässig auf einer Kugelfläche verbreitet ist, in Bezug auf einen 
inneren Punkt ein Potential hat, das constant ist, und in Bezug auf 
einen äusseren eines, das so gross ist, als ob die ganze Electricitäts- 
menge in dem Mittelpunkte concentrirt wäre. Es ist nämlich, wenn e 
die Entfernung des Punktes vom Mittelpunkt der Kugel: 


z 27 
Bi q sin #dsdo PB sin Hd 
U nm [rsei zum [tnzi 


wo: r? «= R® + 0? — 2Ro cos®. 


Pig. 8. 


Daraus folgt: 
rdr = Rosin 9d®, 


also: 
$9=R 


U far ER _ 

Ze A @ 

Da nun r’ und r” beide positiv, so ist immer 
r"=R +; 

ferner: r’= R—o für einen inneren, 


= o — R für einen äusseren Punkt, 
daher: 
U=4rhR für einen inneren, 


= mt für einen äusseren Punkt, 
wodurch der obige Satz bewiesen ist. 
82. 


Ein Weg, den man einschlagen kann, um particuläre Lösungen 
der partiellen Differentialgleichung Ap = 0 einer Function p von 


8 2, Transformation der Coordinaten. % 


x, y, z zu finden, die auf Leiterformen führen, die von Interesse 
sind, besteht in der Transformation der Gleichung in neue 
Variable*). 

Es seien u, v, w drei von einander unabhängige Functionen 
von x,y,z, d. h. drei Coordinaten eines Punktes im allgemeineren 
Sinne des Wortes. 

Wir haben dann: 


de du + = dv+ dw 
ay m 54 Yau+ 2% Yau+ 2 dw 


dz = Zu — du +? 7 av +2; dw j 
also: 


ap + an an (4 046) 
+ an (C++) 
+ au: (2) + @E)+(&)) 


0x 0x oy 0y os 03 
+ 2a zu + nt 20 Zw 


+2 + ze + du om 
+ za (et ande + au on) 

Wir wollen annehmen, dass u, v, w der Art gewählt sind, dass 
die drei Coefficienten der an von dv, dw verschwinden, und 
wollen die ihrer Quadrate gleich — iR ; Tr wi wi setzen, wobei U, V, W 
positiv sein mögen und: 


’ du, 3 o,8 dw.® 
dx! + dy? + dz’ = T) +) + m) 
wird. Die neun Coefficienten der linearen homogenen Ausdrücke, 
die dx, dy, dz als Functionen von 
du dv dw 
U y w 
darstellen, nämlich: 


0x dy 08 
zu dı zu Uı Zu U 
0x dy 08 
nr mr mr 
0x 0Yy 08 
ur u u 


— 


*) Vgl. Kirchhoff, Mechanik, p. 198. 
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erfüllen dann die sechs Relationen, denen die Coefficienten der Trans- 
formationsformeln rechtwinkliger geradliniger Coordinaten genügen. 

Betrachtet man daher dx, dy, dz als die rechtwinkligen Coordi- 
naten eines dem Punkte (x, y, z) unendlich nahen Punktes in Bezug 
auf ein Coordinatensystem, dessen Achsen denen der x, y, z parallel 


sind und dessen Anfangspunkt (x, y, z) ist, so sind T: T 7, u 


die Coordinaten desselben Punktes in Bezug auf ein ER Sn 
winkliges Coordinatensystem mit demselben Anfangspunkt und anderen 
Achsenrichtungen. Für die Achsen dieses ist dv—=0, dw=0, 
odee dw=0, du=0, oder du=0, dv=0, d.h. sie sind die 
Schnittlinien der Flächen: u == const.,, v== const, w == const.; da 
sie rechtwinklig sind, so schneiden diese Flächen sich senkrecht. 
Das ist die Bedeutung der gemachten Annahme. 
Da auch die Coefficienten in: 


var + dy +3 . *dz) 
v6 z+°° © ay+ © dz) 


d 
ie _ ei u yin 2 dz) 
den Relationen der en genügen müssen, so ist 
ein anderer Ausdruck derselben Bedingung: 
eu dv , du Ov , du Ov 
Rattan 
Qu Om , Qu dw , Qu dw 0 


9x 0x 0y 0% 08 08 
ow Iu co ou O9w ou 
Katy t 08 08 - = 


und zugleich: 


1 — +) + 
- 6) +5) +6) 
++ 


83. 
Die Gleichung /9 == 0 ist gleichbedeutend mit der Gleichung 


/ pi: ds = 0.*) Die letzte wenden wir an auf einen unendlich 
kleinen Raum, der begrenzt ist durch die Flächen: 


*) S. oben p. 9. 
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Umyı = U) Uya dv, Way) = W, 
Uz,y,s) u Tr du ’ V(z,y,s) —d + dv , Wz,y,s) == W + dw. 


. Ueber die eine der 6 Seitenflächen dieses unendlich kleinen 
rechtwinkligen Parallelepipeds ausgedehnt, ist das Integral*): 


,. 
dv dw dw U 09 
1 26 Zur ee ZT 
U 


über sie und die genommen: 


== — dvdw ern  (, 02) du, 
daher das ganze .. - 


ö p 09 0 1 W 09 
— au av au („9 W ZOERACZ, tor): 
und die e_n Ayg=0: 
U 09 09 W 09 
wit wit UV du)” 


= En jetzt, dass die Festsetzung, dass U, 9, W positiv 
sind, aufgehoben werden könnte, ohne den Sinn dieser Gleichung zu 
ändern. Ferner merken wir noch an, dass aus 


09 __ Op Ou | Op ov 100 00 


ERENS ——. . 0 -— 


02 duodz ov 0% 


folgt: 


FREIE ET 


8 4, 

Wir werden jetzt annehmen, dass u, v, w sogenannte elliptische 
Coordinaten sind; zunächst wollen wir beweisen, dass diese ortho- 
gonal sind. 

Die Gleichung: Ä _ 

& 
a? ri ı as en u a Sa 


stellt eine Oberfläche zweiten Grades dar, deren Mittelpunkt der An- 
fangspunkt der Coordinaten ist und deren Hauptachsen die Richtungen 
der Coordinatenachsen haben. Es sei 


a>!D, 


dann sind die Entfernungen der Brennpunkte der Hauptschnitte vom 
Mittelpunkte 


dv dw du 
®) Nämlich d= FW und din. D. H. 
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- Va —b?, a,b, 

die beiden ersten Paare liegen auf der x-Achse, das dritte liegt auf 
der y-Achse. Die Brennpunkte sind also unabhängig von A; daher 
heissen die Flächen, die bei verschiedenen Werthen von A durch die 
Gleichung dargestellt werden, confocal. Damit sie reell sind, muss 
ı zwischen + oo und — a? liegen. Sie zerfallen in 3 Gruppen, je 
nach den Werthen von A. Ist A positiv, so sind die drei Glieder der 
linken Seite positiv, die Fläche ist ein Ellipsoid; liegt A zwischen O 
und — 5?, so sind nur die zwei ersten Glieder positiv, die Fläche ist 
ein einschaliges Hyperboloid; liegt A zwischen — b? und — a?, so 
ist nur das erste Glied positiv, die Fläche ist ein zweischaliges Hy- 
perboloid. 

Durch jeden Punkt (x, y, z) geht, bei gegebenen Werthen von 
a und D, je eine Fläche dieser drei Gattungen; denn die drei Wurzeln 
der Gleichung für A liegen in den Intervallen + oo bis 0, 0 bis 
— b?, — b? bis — a?, wie man daraus erkennt, dass der Ausdruck: 

x® : gt 
starr, 

in jedem dieser Intervalle einmal durch O hindurchgeht, wenn man 
A von + co bis — a? abnehmen lässt. Die 3 Wurzeln, die einem 
Punkte (x, y, z) entsprechen, beissen seine elliptischen Coordinaten ; 
wir bezeichnen sie durch u, v, w mit der Festsetzung: 


u>v>w. 
Dann ist: 


2 . pi 
amt tzrnt zen) 


8 ® gi | 
ee, az 
® 2 zt 
atertze = SW. 
u, v, w sind eindeutig bestimmt durch x, y, z und bestimmen ein- 
deutig x?, y?, z?, also im Allgemeinen 8 Punkte. 
Wir haben zu beweisen, dass die Flächen % = const., v = coust,, 
w==const. sich senkrecht schneiden und haben U, Y, W zu berechnen. 
Es ist durch Differentiation der Gleichung für u nach x, y und z: 
x! y’ OU 2% 
(ar tete are 
a! y! ze\ ou 2y 
Ge Bu 0 Bu Ara on 
a! y' N A 
(tet 
In diesen Gleichungen kann v oder w für u geschrieben werden. 
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Die Bedingung dafür, dass die Flächen % == const. und v «= const. 
sich senkrecht schneiden: 


ou Ov |, ou dv 
PEPE: + ey 0y Bu) 7 u 
ist daher: 
ee rn Mes 
GETWDICE OREUE TIERE 
und diese Gleichuug folgt aus der Subtraction der Gleichungen für 
u und v, wenn man hinzunimmt, dass « und v verschieden sind. 
Dasselbe gilt für v und w, beziehungsweise w und wv. 
Ferner findet man: 


2-6) + +6: ; 


e 1 
(ar + Bear + =) 


Aber wir müssen 0° durch u, v, w ausdrücken. Wir haben identisch: 


(W—A)—2)(w— 1) 
ntrsmti-ı- afıarg: 


also durch Differentiation nach A: 


n 
Ger + + (5°+ 2)* +7 "2 


_ W-I)r—Y(w—R) 1 1 1 
(at +2) (d? + 1)2 a+ı as Bi un 7 + 2 Pe en 


und wenn wir nun #— A unendlich klein setzen, 


v—)(w—w) 


ar y 
rt tr ai re 


also: er 
at u) ( u)u 
Fi ya 
Ebenso: 
4 (a +v)(d’+v)v 
(vr —w)(v— u) 
und 


4 (at tu) (’-+wie 


ww — u) (w —v) 
Hieraus folgt: 
> ) = ___ (a?+-u) u, +wWuw—wmt _ 
vw 


: (at + v) (DH v)v (at tw) (dt tw)w 


85. 
Es ist hiernach u eine Function von u, multiplieirt mit einer 
Function von v und w. Darauf beruht die Möglichkeit, der Gleichung 


Kirchhoff, klectricität, 8 
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Ap=0 zu genügen durch ein @, das von v und w unabhängig ist. 
Dies geschieht offenbar,*) wenn 


d N er. 
0-4, (Va + u) (67 F u)u 5? 
Soll in der Unendlichkeit @ verschwinden, so können wir hiernach 


du 


R 
zu t. a 
p cons f DESIzEHT 


setzen, wo die Quadratwurzel, die nie verschwindet, immer dasselbe 
Zeichen, wir wollen sagen das positive, hat. Die Flächen @ = const. 
sind dann unsere confocalen Ellipsoide; ist irgend eines derselben, 
also ein beliebiges Ellipsoid, die Oberfläche eines Leiters, so können 
wir für diesen die Gleichgewichtsvertheilung der Electricität angeben. 
Es sei für das gegebene Ellipsoid u = c?, also seine Gleichung: 


Fi y' gt 
ateturatasm! 


und es sei in ihm 9 = |, so ist für einen äusseren Punkt: 


1 
m ori; erw 
fi Va'to) Bu = Fr ou 


Um die Dichtigkeit R zu berechnen, bemerken wir, dass, wenn n die 
nach aussen gerichtete Normale des Ellipsoids bedeutet: 


)- 3) +(& +) - 62) 


da in der Oberfläche p constant und sonst nur von u abhängig ist. 
Es wird daher, weil n und u mit abnelımendem p wachsen: 


69 _769 
A en Ü cu’ 
und: 
li 09 1,09 


also für u = c?, mit Berücksichtigung der Werthe von U und 9: 
1 1 


h a re ee 
Teen Keen 


ZVa+ u) (db! + uj% 


oder wenn wir .r, y, z uus der Relation p. 33 für u, v, w einführen; 


*) S. die transformirte Gleichung dp =0 p. 31. 
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- = 22 Perser 
er Vlat + u) (bt + u)w 


Ya + c)(® + 0) Vrateimts 


Die Electricitätsmenge e, welche die Gessmmtladung darstellt, 
wenn das Potential des Ellipsoids == 1 ist, d. b. die elecirische Capa- 
cität des Ellipsoides, findet man am leichtesten, wenn man bedenkt, 
dass in der Unendlichkeit 


er . 


ist. Nun ist für jeden unendlich entfernten Punkt, wie aus 


E gt 
arteten 


bervorgeht, v= co und zwar = xr? + y? + zT r!, folglich ist 
für u == 00 


ESFSSINGREN.. SIHRFERSURLBENGGE, (2... SHRECNNENNEHREERFRER:. SERREREURHRREEIE. CSERS.. 5 
p um = 77 = du 2 ra) 
Vat+w) ("+ u) J Vr+W)ör+“)u 
woraus: 
2 
du 
ers 


folgt, also: 
Le f u  ,ı_ıf du 
ne fi Vertuötun 0 3 il Verf) eu 


ge en rar 
_ z Y(a? +) + e?)e? Ve T CET, T cr 
8 6. 
Wird c? = 0, so verwandelt sich Jas Ellipsoid in die elliptische 
Scheibe: 


z = (0 ) a +% TV. < 
Dabei wird: 


” 


1 
3 [Te FaRr Var rwW( + u)“ Se u)“ 


oder auch, für u £?: 
3% 
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ı ff dE 


—— 


 /‚VarBw+B 


ai ayH 


oder, da die Gleichung der Scheibenoberfläche: 


Für A findet man: 


a8 ® 3? 
taten! 
1 Rn zit ’ 


Am Rande wird daher 3 unendlich. — 
Betrachten wir noch den Fall, dass das Ellipsoid ein Rotations- 
ellipsoid ist. Es sei: 
ba, 
dann ist die z- Achse die Rotationsachse und das Ellipsoid ein ab- 
geplattetes, ferner, für v=E?: 


wo die beiden arc zwischen O und >- liegen und & die positive Warzel 
der Gleichung für E: 
2 ® ? 
rate! 


a + 8 
ist. Ferner ist bei Benutzung von 
a! + y? 
+ +5 
1 1 a 
en # arcig — ° 
2 


(ar pe te u: ee 
— .Yla? + ec? — a:(a? + y}) arcetg — 


Ist ausser d== a noch c= 0, so verwandelt sich das Ellipaoid 
in eine kreisförmige Scheibe vom Radius a, und es wird: 


wobei zu bemerken, dass 2hds die Electricitätsmenge ist, die den 
beiden Seiten des Plattenelements ds entspricht. 
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Die Schnitte einer Diametralebene durch die z- Achse mit den 
Flächen @ = const. sind confocale Ellipsen, die Kraftlinien confocale 
Hyperbeln. Da & die, auf der z- Achse gelegene, kleine Halbachse 
einer dieser Eilipsen darstellt, so wird das entsprechende Potential 


Fig. 4. 


einfach ausgedrückt durch den spitzen Winkel, welchen die von dem 
Scheitel der Ellipse nach dem Rand der Scheibe gezogene Gerade 
mit der Achse bildet (s. Fig. 4), multiplicirt mit 2 . 

Ist statt der bisher gemachten Annahmen b == 0, so haben wir 
wieder ein Rotationsellipsoid, aber ein verlängertes, und die x- Achse 
wird Rotationsachse. Da nun: 

du _ _1,Vats-a 
Ir a PYatura’ 
' s0 hat man dann aus der allgemeinen Formel für @: 
e 1 Vor +ura 
s- 77% Vartu—a 


wo u die positive Wurzel der Gleichung: 


ao + 
ee ae, 

und 
1_1,V/atete, 


Setzt man ausserdem c unendlich klein, so wird das Ellipsoid 
ein unendlich dünner cylindrischer Stab von kreisförmigem Quer- 
schnitt. Dabei wird e unendlich klein, also p in endlicher Entfernung 
vom Stab unendlich klein. Es wird nämlich: 


1 1 2a 
Tan 


Vierte Vorlesung. 


Einfluss einer ausserhalb des Leiters befindlichen gegebenen electrischen Ver- 

theilung. — Kugelfunctionen. — Differentialgleichung derselben. — Entwicklung 

des Potentials einer Massenvertbeilung auf einer Kugelfläche nach Kugelfunctionen, 
Eindeutigkeit dieser Entwicklung. Anderer Weg der Entwicklung. 


81. 

Wir haben bis jetzt angenommen, dass ausserhalb des betrach- 
teten Leiters keine Electricität sich befindet; nun wollen wir annehmen, 
dass dort Electricität in gegebener Vertheilung vorhanden sei; ihr 
Potential sei 2; ist wieder @ das Potential der auf dem Leiter be- 
findlichen Electricität, so muss dann an seiner Oberfläche 


94 2 == const. 


sein;*) auch diese Constante betrachten wir als gegeben; dann ist 
also @ so zu bestimmen, dass es an der Oberfläche des Leiters ge- 
gebene Werthe erhält.**) Bei der Lösung dieser Aufgabe muss man 
ausgehen von particulären Lösungen der Gleichung Ay == 0; bei 
diesen hat an der Oberfläche p gewisse Werthe; gelingt es, aus diesen 
eine beliebige Function des Ortes eines Punktes der Oberfläche zu- 
sammenzusetzen, so ist die Aufgabe allgemein gelöst. Für eine Kugel 
lässt sich das ausführen mit Hülfe der sogenannten Augelfunctionen, 
Bevor wir dies thun, wollen wir einen Augenblick ein dreiachsiges 
Ellipsoid betrachten. Setzen wir der Kürze wegen 


(a? +0) + Wu Alu), 
so ist nach den Ausdrücken p. 33: 
VYR w , 
Vu -oyw—w) 
V=2 a Ay). r 


Ve - wi a )) s 

VR(w 
Wim 2 Ze N 
Va-u) w—w) 


U = 2 


*) Vgl. oben p. 23. 
*®) Im Innern ist 9 auch unmittelbar gegeben durch: g = const. — 2. D.H. 
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also: U 2 VRR) BR 
I. W 2 Y- Re) VRWw) we 
7 _ı VoRo_ (u— u) 
W 2 YRiw) VR(w) 
W 1 VRiı (u-), 


U:V7 2 YRu)V— Rw ' 
und bei Fortlassung des Factors: 


1 
VZRw:Ew) Re 
wird die Bey I9= 6; p. . 


(u —w)yRQ) Z, (VAR 2) + w)YZRQ@)E,(V- Ro) SE 
+ (u - )VRWw)E,(VRTw) 22) = 0. 


o=U.:.V.W, 


Nun setzen wir: 


wo U, V, W eine andere Bedeutung als früher haben und Fünctionen 
je einer der Variableu u, v, w sein sollen. Die Gleichung wird dann: 


u ur Ge + DER 
IRZR (ve 7). 


Diese Gleichungen sind erfüllt, wenn: 
rn d (ya AU 

YR (u) in (VRXu) .)=(A+ Bu) U 

y- Ro) “ (VRR %)=— (44 Bo)V 

VR(o) z.(YRiw) SE) =(A+ Bw) W 
gemacht wird, wo A und 2 willkürliche Constanten sind, da 
(— w)(A+Bu) - (v—w)(A+Bv)+(u—v)(4A+ Bw) = 0 
ist. Diese Differentialgleichungen, die nur scheinbar Irrationalitäten 
enthalten, lassen sich nach einer bekannten Methode, die wir bei 
einem einfachen Falle anzuwenden haben werden, durch Potenz- 
reihen von u,v, w integriren. Aber U, V, W müssen in jedem 
Punkte des äusseren Raumes stetig und einwerthig sein, und das 
findet nur statt, wenn die Werthe von 4 und 2 und die Constauten 
der Integration gewissen Bedingungen genügen.*) Hierauf wollen 


wir nicht näher eingehen, sondern uns nun zur Betrachtung der 
Kugel wenden. 


*) Heine, Handbuch der Kugelfunctionen, I 2, p. 347; 1878. 
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8. 2. 


Wir könnten vom Ellipsoid zur Kugel übergehen, indem wir a 
and d unendlich klein setzen; es ist aber bequemer, die Untersuchung 
selbstständig zu führen. Wir setzen: 


x=_0c08#, y=o_sin®#coso®, z=o3:in®sino, 


wobei dann e, #, @ Polarcoordinaten, die orthogonal sind, bedeuten. 
Wir lassen $ von O bis x, ® von 0 bis 2x variiren. Da nun: 


++ 
re 
DH He sin s, 
so wird Ip = (0, indem wir statt u, v, iö 0, 9, ® setzen, nach p. 31: 
En (e* sin # 5%) 4 z (ein 8 2) = 2 oe —= ( 


oder, wenn man durch sin # dividirt, 


car —=u 
setzt und benutzt, dass dann: 


oF oF 
jun, 


FAGHAE 4 (1-@) du N) + al. 


Wir setzen nun @ gleich dem Produkt von A, M, W, die resp. 
Functionen von o, u, ® sein sollen. Die Gleichung ist dann: 


FACHES AED DEE ae er) 


Diese Gleichung erfordert zunächst, dass das erste Glied eine 
Constante sein muss; wir setzen diese =n(n + 1), also: 


d dR 
2 (EM) na+ DR 


und weiter erfordert sie: 


ist, 


aWwW 
dot 
wo i zunächst eine beliebige Constante bedeutet, die aber eine ganze 
Zahl sein muss, damit W in Bezug auf ® um 2x periodisch sei.*) Wir 


—W, 


°) Es ist nämlich W = const. sin (io +4 const.), und W muss in jedem 
Raumpunkt eindeutig sein. D. H. 
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dürfen sie gleich O oder positiv annehmen. Für M bleibt dann die 
Gleichung übrig: 


d 
.(U-9)+@R+ 
Particuläre Integrale der Gleichung für R sind: 


e* und g-"+D, 
der Gleichung für W: 
cos io und sini@. 

Um die anne für M zu behandeln, setzen wir: 


M = a ae: uns V;. 
Dann wird: 


‘ 
dM — av, 
net 7 iu a-uy® u/ 


„ 4M Hay — 
(1— u‘) a (m) tell _ Er, 
i+3 n Li 
d d —-4P, ; 5 4v; 
(9) U) Zu TZEHNEA- N 


i— 12 
+1-9)° (G+De®—1)PV, 
und daher: 


(1 — a" la n(n-+ 1)-:G6+1]n- 0. 
En; wir diese Gleichung nach u, so erhalten wir: 
d>V av, r dv 
1-9) zu 26 +2 at aa + 640042] = 0, 


woraus hervorgeht, dass wir ein Integral der für Y,+. geltenden 
Differentialgleichung erhalten, wenn wir 


av, 
VYi+ en dp 
setzen. Wir können daher: 
v, = a' Vo 
du‘ 
und folglich 
d Vo 


—= (1 — u”)? 
machen, wobei: Pr du 
(1-— er 2, + +n(r+)Nn=0 
ist. Nun setzen wir: 
n=eAmtAn?+Autte 
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Die Gleichung wird dann: 
(n (nn +1)— x(x + 1)) An” 
+ In (n+1)—- (x — 2) (x — ))A+x(& — 1) Al we 
+ In (n +1) - (x —4)(x - 3)) A, + (x — 2) (» — 3) Ar ur=s 


Sie wird erfüllt, wenn 
n(n+l)=x(x-+]), A, beliebig 


xx — 1) 
dm ara“ 


(x — 2) (x — 3) 
Ba nn +1) — (nr — 4)(x — 3) 4, 
Das giebt | 
—n oder = — (n-+|) 
nn—ı) ; (n+N)(n +2) 

Au mn 0 A ons % 

__R-93n-$%)  (n+3)(n +4 
Am 1(2n — 3) A AM 4(2n +5) A 


Ist n keine ganze Zahl, so sind die beiden Reihen, die wir somit 
für Y, gefunden haben, unendliche, und convergiren nicht für kleine 
Werthe von u; ist n eine positive oder negative ganze Zahl, so 
bricht die erste oder zweite bei einem endlichen Gliede ab. Wir 
setzen fest, dass n eine positive (ganze Zahl oder Null ist und setzen 


P, a Pao 
1.3..(2n 1) „_Rrn-1) „RR NVin-Mn-3) „a_... 
- ya Try BEWERTET Te T Se) ) 


Dieses P,o ist eine Lösung der Gleichung für Y, (und, abgesehen 
von einem constanten Factor, die einzige, die eine ganze Function 
von ist). Eine Lösung der Gleichung für M ist demnach: 
d'P, 
du‘ 
Diese verschwindet, wenn > n, da ?, vom nten (Grade ist in 
Bezug auf u. 
Für innere Punkte kann man daher nach p. 40 setzen: 
== RMW = go" (An, cosia + Bu; sin io) Pu, 
für äussere Punkte: 
pm Rat! o- Rt) A.,cosia + Bu ein io) Pu . 
AR hat in der letzteu Gleichung und im Folgenden eine neue Be- 
deutung: es bezeichnet, ebenso wie die A und 2, eine Constante. 


F 
Pu=(l — a?) 
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8. 3. 

Für 0 = R werden die beiden Ausdrlicke von @ einander gleich; 
sie geben daher*) das Potential einer Masseuvertheilung auf der 
Oberfläche einer Kugel vom Radius A, wenn an der Oberfläche: 

p = RB" (Au cos io + Bu: sin i®) Pur. 
Die Dichtigkeit A ist dabei nach deın Satze: 


op, 09 
— 4a em In. In, 


2 ı s in Aa 
h= + Rr1 (Au cosia—+ Bu: sin i@) Pu. 


Lässt sich im Allgemeinen @ darstellen als Summe: 


& ” 
9 -32 R* (A, cos io + Bu, sin i@) Pas, 


so sind die Wertbe von @ und % durch die entsprechenden Summen 
für alle Punkte innerhalb und ausserhalb der Kugel dargestellt, 
nämlich: 


"} un > > 0" - (Au cosia + Bu sin io) Pu 
0 v 


Pa = 2 2 Birtl.o-ar). (4,008 io + Bu: sin 10) Pu. 


Vorausgesetzt, dass 9 in der gedachten Weise darstellbar ist, 
lassen sich die A und B auf dem folgenden Wege finden. 
Es ist bekanntlich: | 
rn .n 


Jo in cs !a do = fin iosiniado=(), 
0 o 


wenn j und #’ verschieden sind, und immer 
an 

[eos iosnioado—=h. 

0 


Wir beweisen ferner, dass, wenn » und n’ verschieden sind: 
+ 


Jrepuan =. 


Da nänlich ?, eine Lösung der Gleichung für M, p. 41, darstellt, 
so haben wir: 


Fr (« u) =) + (nn +1) — I Pa=0. 


*) und weil @ mit seinen Difierentialquotieuten für e S R überall endlich 
und stetig ist und für g = 00 verschwindet. D. H. 
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Ebenso: 
d aP,. u y 
2: (cı — ) a) + ((m R+n)-— ) Pu. 


Daraus folgt: 


(n (n’ + 19) us; n(n-+1)) Pai . Pi 
q dp dp, 
-n (( =) (Pre ge — Par 2) 
und weiter 
4 
(n’(n’ + )—n(n+ ı) fP« Pudu =. 
Wenn nun u 


nZn 


+1 
jI2 Pi du == () 
1 
sein. 


Multiplicirt man die Gleichung für $ also mit 


ist, muss also 


cosiw Pu dw du oder sin io Pudw du 


und integrirt über die Oberfläche der Kugel, so bleibt rechts von 
alleu Gliedern offenbar nur das mit A, oder B,; behaftete Glied 
stehen, und man erhält: 

3 +1 3 + 


[Sp eo io Puaoan— Au Re | [en io Mao au 
v—A —1l 


271 az +1 


+1 
fi; p sin ia Pudo du = Bu pr | fein: io P? do du. 
o Sı o *ı 


Um die Werte der Coefficienten von A,„; und 2,: berechnen zu 
können, muss man noch benutzen, dass 


2% .n 


Jess io 00 — sintiado=nr für i>0 
J v 
an 


cos? io do = 2x für i = (0 


und muss ferner 


kennen. 
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Wir setzen wieder, nach p. 42, für M: 
Au En Pr 


L 
Pat un (1 u p?)® Y;, wobei Y,= 
dann ist, wie wir p. 41 nn haben: 


dei +(na+D-id@+D)Nn-0, 


oder: 


1 


re Zn — y’\ +19 _ _ 
Fang pr er) a )a+i+) 0. 
Wir multiplieiren mit (1 — p?)'P;du und integriren. Dann ist: 


nn+i+nfü- N Prdp- [rd (a4 52) an, 


oder, wenn man rechts partiell integrirt und zugleich ?,, und Y;,1 
einführt: 


1 +1 

(r ia +i+ fr fü — ty, ‚du, 
denn das andere Glied verschwindet zwischen beiden Grenzen. Oder: 

1 
free = (n—i)(n+i+ fr dp, 
also durch successive Berechnung: 
+1 | +1 

[Prae=a-i4+ In —i+2).-(n—1).n-(n+1)-- rn [Pie 
1 = 


Hiebei bilden die Zahlencoefficienten eine einzige fortlaufende Reihe. 
Um das letzte Integral zu berechnen, wenden wir diese Formel auf 
den Fall n== ; an; dann kommt: 


1 1 
[rn anfmen 


Andrerseits ist aber: 


er 
Paa= (1 u)? -— 
dp 
und, mit Benutzung des p. 42 gegebenen Werthes von ?,: 
Pa= (1-9) .1-3-..(2n —1), 
Pte. (1-3 5... (2n — 1) 


also 


und 
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[re = (1 -3.5..-(2n — fo — urdp. 


Nun ist: 


fü — uw) du fü — wr-1gu fr (1 — pÜr-1du. 


Andrerseits, durch partielle Integration, für n > 0: 


fra- era fü- ut) du. 


Folglich, durch Einsetzen in die vorige Gleichung: 


fü = MOL Fre, 0 — a) 1dy 


9.2:4:6- 
IT gRT: rn 


Daraus folgt dann: 


also: 


und schliesslich: 
q! 5 
frage “nr BIT ).(a—5+2).. (n+N. 


Die Coefficienten A und 2 in der Eutwickelung von 9 (p. 43) 
sind daher nach p. 44 bestimmt durch: 


12% 
4rzR 
nm. dudo% Pxo; 


+ 
4r R” ze 2 . — [2 
-ı u 
füri>0. 


1232» 
an li” e er ER 
El rk [ferne Zn 


L2n 
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Mit diesen Coefficienten lautet also die Entwickelung von 9: 


1 “az R* (A, cos io + Bu. sin io) Pu:- 


g 4. 


Es lässt sich leicht beweisen, dass es für jede Function 9 nur 
eine solche Entwickelung giebt. Gesetzt, es gäbe zwei; Anı, Bai 
seien die Coefficienten bei der einen, A’,,, 3’sı bei der anderen; 
dann wäre: 


0 > R* ((Anı — 1.) cs ia + (Bai — B,:) sin io) Pai- 


Diese Gleichung braucht man nur mit 
cos ioaP,.,dadp oder sin io P,dodu 


zu multipliciren und tiber die Kugelfläche zu integriren, um nach den 
Sätzen, die wir bewiesen haben, zu erhalten: 


Au Ayuı=0; oder But — Bud. 


Die Entwickelung für 9 convergirt, wenn ® auf der Kugelober- 
fläche stetig ist, immer, und zwar, wie Dirichlet*) nachgewiesen 
hat, gegen 9. | 

Man nennt P,o, cosioP,; und sin io Pu 

Kugelfunctionen, und zwar Kugelfunctionen n"" Ordnung; die 
Summe, die man erhält, wenn man diese Grössen mit Constanten 
multiplicirt und für 7 von O bis n addirt, nennt man auch eine Kugel- 
function n!* Ordnung; es enthält also eine solche im Allgemeinen 
2n + 1 Constanten. Sind U, und U, zwei Kugelfunctionen ver- 
schiedener Ordnung, so ist dann: 


1 3% 
[fonae Vu =. 
-I 0 


e"U,„ ist eine homogene ganze Function n!" Grades von ı, y, z. 
Dies lässt sich folgendermassen zeigen: Es ist: 


7m0c08#, y=osin® cos o, z = gsin d sin 


Pia 1-8 = (ur n(n— 1) un-21 nr —dn—3) n-ı_.. ). 


1.2 san —1) 2.4-(2n—1)(2n--3) 


Man multiplicirt das zweite Glied in der Klammer rechts mit 
cos? # + (sin $ cos @)? + (sin 9 sin @)? «1, 


en 


*) Crelle J. 17, p. 35, 1837. 
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das dritte mit dem Quadrate, das vierte mit der dritten Potenz hier- 
von; dann erscheint ?, als homogene Function rn!“ Grades von cos 8, 
sin $® cos @ und sin B sin w, also g*P, als homogene Function 
na Grades von x,y, z. Ebenso kann man 

Er. 

du‘ 
als homogene Function n — s!°® Grades von cos, sin®coso und 
sin ® sin @ darstellen. Weiter ist noch 


esioa +y—- lsnio= (casa +y-— 1sino), 


also cos io® und sin i® eine homogene Function it" Grades von 


cos © und sin @, also 
‘ i 


(l— ur)? cin und (1 — u)? sin i@ 
homogene Functionen ste" Grades von sin $ cos @ und sin ® sin o, 
also auch von cos #, sin $ cos @ und sin ® sin @; daher endlieh: 


Pu cs ia = (1 — nr 


c08 i@ 
und 
dP, 
Pu: sin io = (1 — uns Pe sin d@ 
du‘ 
homogene Functionen n!« Grades derselben Grössen und somit 
 0*P,:cosio und g*"P,,8in io 
homogene Functionen n!“@ Grades von x, y, 2. 
Ferner ist 
4 (g* U,) =, 


was sich mit Leichtigkeit aus 4p = 0 ergiebt. 


85. 
Wir können zu der Entwickelung einer Function nach Kugel- 
functionen noch auf einen anderem Wege gelangen. 
Wir denken uns eine Kugel vom Radius A = 1. 8 und o seien, 
wie bisher, die Polarcoordinaten eines Punktes der Oberfläche, 9 eine 
Function derselben und 


9=9n+tpt9+'+Mm+t 


ihre Entwickelung nach Kugelfunctionen; dann sind, wie wir p. 43 
gesehen haben, die Werthe von @ innerhalb und ausserhalb der 


Kugel: 
. entre rent Temt 
un 


-A+ntat a er 
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Dieselben bilden also die Potentiale von Electricität auf der Kugel- 
fläche, die in dieser Fläche — 9 werden. 
Sei 3 die Dichtigkeit der Electricität auf der Kugelfläche, so ist 


allgemein: 
1 Br 
dudoh 
1) [fer o 
Dann haben wir: u 


= 29 20 _ (_ =) 
imR on, 7 On, de + Oo J/e=1 


aan — 9, — 29, — - — 19 — 
9-29 3 atDm—- 
= — 9-39, — + — (2r +1), — 
also, wenn: 
h=hthtthte: 
(Entwickelung nach Kugelfunctionen), so wird 
h _. in +1 
u 4n = 


Nun sei @’ die Function von _', u‘, ®', die entsteht, wenn man 
in @ setzt 0’, #’, ©’ für e, u, @; dann ist: 
+1 97 


‚ dudah 
de Be 
-—10 


wo r die Entfernung der Punkte (p’, a’, @’) und (1, u, @) bedeutet. 
Der Punkt (e’, a’, ©”) sei ein innerer Punkt; dann ist, wenn dieser 


Punkt als variabler, (1, u, ©) als fester betrachtet wird, - ein 
inneres Potential, also: 


n -(0,+0e0, +0°?9,+-, 


wo 0,, 0, ... als Functionen von gu’, @ Kugelfunctionen sind, 
Es ist aber: 
1 


Yı-2o (un +Vi-e Vie ica@-e))te" 


Folglich bleibt - ‚ also auch Q,, Q, ... ungeändert, wenn man u, @ 


= 


mit g’, @’ vertauscht; es sind also Q,, Q,,... auch als Functionen 
von #, @ Kugelfunctionen. 


In den Ausdruck für @’ substituiren wir diese Reihe für ; 
wir haben dann: 


Fi -/ fauaon te +e?gd,+---) 


andrerseits 
Kirchhoff, Electrioität. 4 
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vn tey toe’p+t-- , 


woraus folgt, bei Vergleichung der Coefficienten von ge: 


Pa | Jaudong,. 
vl dudah0,, 


oder, da Ak eine ganz beliebige Function von u, ® ist, durch Ver- 
tauschung von A, mit 9,: 


’ 2 1 = 
9, = "+ [ dudop(,. 


Damit haben wir die gesuchte Entwickelung, wenn noch 0, 
bekannt ist. Dasselbe kann gefunden werden durch Entwickelung von 


Daraus auch: 


4 nach Potenzen von gE'; dies erfordert aber weitläufige Rechnungen; 


wir finden Q, leicht durch Benutzung der früher erlangten Resultate. 
Nach p. 46. ist für Re 1: 


) >? (Ans cosio + B,: sin io) Paris 


also: 
On -)D (Anı co8io + B,;sin io) Pu: 
V 
und: 
0% ®. 1 EN , 
ri Au = a) [auaos Pr. c08 7@ 
4r = cn 
in ri Pr = af [auaosr.; sin 30, 
wo 


Ko = 1, und im Uebrigen: Un gr re rer er . 


Die Gleichung für A, multipliciren wir mit P’,, cos i@’, die für 
Bai mit ?’„; sin io’ und addiren, dann folgt: 


3 
„ 2 1 en ’ . . 
G. = nt! > VananpanıPup cosi(w — ©’), 
11] 


mithin: 
Sfereor0. - 2 | JandapanPuP' cosi (» — 0’). 
0) 


Hier ist 9 eine ganz beliebige Function von u, 0; wählen wir sie 
so, dass sie nur für ein Werthepaar von Null verschieden ist, 
so folgt: 
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OD] &iPui Pi coai(o — m’) 
0 


und nach p. 42: 


a PP 
2 dAPsdPa 7 30, 0 ‚ 
ee Par a A A cos (w — @') 


: Pu dtp.’ ——— 
+ R=nRarIarn ar a NI-eiVl a?) con2(e —n)) 


+... - 
8 6. 


Wir wollen nun zeigen, wie die Grössen ?, sich noch auf eine 
andere Weise als bisher definiren lassen. Wir haben: 


1 
Vino + Vin Vi—at cn a—ai)te 
04 + + 
Hier setzen wir 
vl, 
dadurch wird mit Benutzung des soeben entwickelten Werthes von Q,: 
Vega PH ePAPtePP+ 
wo inP,,P\,P,,... & = 1 zu setzen ist. Setzen wir auch # == 1, so 
wird die linke Seite 
a ritretete 
Daraus folgt für u = 1: 
Pie Pa... m Pia l, 
also 27, == + 1 und, für beliebiges «: 
Varna tRrtPret tAe+ zz 
Die Zweideutigkeit der Vorzeichen ist leicht zu entscheiden durch 
wirkliche Entwickelung. Es ist: 


(1-e&&- eo) T-1-(-3)e@r - 0) 


-:).C3) 


+ — 77 ee —e) 


_CHCHCH 


P@R—e’ +: 
4* 


1-2 
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Der Coefficient von u* in dem Coefficienten von _* ist 
1:3-.5---(20 — 1) 
FO 
daraus folgt, durch Vergleichung mit dem p. 42 gegebenen Ausdruck 
von P„, dass der Coefficient von g* durch + ?,„ dargestellt wird, 


also: 
1 


en ? 
ZESEITET R+Pe+Pre+ 
und für u 1: 


PR)=1. 
Hierdurch ist ?, vollständig definirt. 
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Theorie der electrischen Bilder. — Ableitung auf zwei Wegen. — Vertheilung 
der Electricität «uf einer Kugelcalotte, auch beim Vorhandensein äusserer 
Electricität. 


gl. 

Aehnliche Betrachtungen, wie wir sie in Bezug auf eine Kugel 
angestellt haben, lassen sich auch in Bezug auf gewisse andere Leiter- 
formen anstellen; auch für diese findet mau dann durch unendliche 
Reihen das Potential von Electriceität auf der Oberfläche in Bezug 
auf einen inneren und einen äusseren Punkt, weın es in der Ober- 
fläche gegeben ist. Für ein Rotationsellipsoid hat F. Neumann die 
Rechnungen durchgeführt*). Vor allen anderen Formen zeichnet sich 
die Kugel aber dadurch aus, dass man bei ihr das Potential von 
Electrieität auf ihr in Bezug auf jeden äusseren Punkt unmittelbar 
ohne Reihenentwickelung finden kann, wenn es für jeden inneren Punkt 
gegeben ist, und umgekehrt. Beim Gleichgewicht ist für jeden inneren 
Punkt, wenn 2 das Potential der äusseren Electricität ist (p. 38): 

=C0— 2; 
ist X hier in geschlossenem Ausdruck gegeben, so kann man auch 
9. in geschlossenem Ausdruck finden. 

Die ausgesprochene Behauptung beweist sich leicht durch die 
folgende Betrachtung. 

Es ist für eine Kugel mit dem Radius I: 


+127 


8 ey» h’d ’do’ 
en Smare e<Im, 
1 z 


“su +yl—utyl—utco(@—w) 


h’du’d 
9. (0: oh mer e>1. 


= h’du do’ u anee 127. 
I at e 


°) Crelle J. 37, p. 21, DR 


wo 


und: 
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Daraus folgt: 
94 (P, k, ©) -- 9; (2: ek, o). 


Diese merkwürdige Gleichung drückt in einfacher Weise das 9, 
für irgend einen äusseren Punkt durch das @; aus, das sich auf einen 
gewissen inneren Punkt bezieht. Die beiden so sich entsprechenden 
Punkte haben dasselbe » und ®, d.h. sie liegen auf derselben durch 
den Mittelpunkt gehenden Geraden; ihre e’s sind reciprok, d.h. der 
Radius der Kugel ist die mittlere Proportionale zwischen ihnen. In 
der Potentialtheorie nennt man den einen Punkt das Büld des anderen 
in Bezug auf die Kugel. 

Ist: 

g=lt— 2(p,u, 0), 


= -282(,B0). 


so ist also: 


82. 

Wir wollen die bewiesene Relation zwischen 9, und @, noch 
auf einem anderen Wege ableiten. Wir führen neben x, y, z neue 
krummlinige Coordinaten ein, die wir x,, y,, 2, nennen und durch 
die Gleichungen: 

euer? Ted = p=yi+y+?, 
oder, was dasselbe ist, durch: 

1 

zn vi, zu, 1 eVeitytz 

definiren wollen. Die Flächen: 
x wm const., yY,— const., 2, == const, 

sind dann Kugeln, deren Mittelpunkte resp. auf der x-, y- oder 
z-Achse liegen. Wir haben: 


az _ 9, da 
er, er Du 
_ Ayı _ da 

day 0 2Y 0? 
ds 09, dan, 

dz Pr 2z, Fr 


Daraus folgt: 
® | q 
az? + ayr + azı — Sat en hen ) geel _ 400 


u dr + dyı? + ds? 

Qi‘ 
Daraus, dass die Producte je zweier der Differentisle dx, dy, dz 
bier nicht vorkommen, folgt, dass x, , y,, z, orthogonale Coordinaten 
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sind. Dabei sind die Grössen, die wir auf p.29 U, Y, W genannt 
haben, indem wir setzten: 


++) ten )t+H 


einander gleich und gleich g,?. Daraus folgt, dass die Gleichung 
Ip = 0 m 


ı 2 Lö, dt on 
3 )ts, 9° Ale ( 08, u 


Diese Gleichung lässt sich umformen. Es ist: 


! [ 2) = 1 Rp ‚2(;) Op 
a 0? dx TArL7 er 92 0 
und: 
e gi ) = ı ID, (), 


0x \8ı 7 aut am 


ENTRNEEE FEFLIGPFIFO) 


PERAFT 0 0° 0 0% amt 7 


woraus folgt: 
1 
2 (452) PER Id 0° ur (2) 
0x TWEZ, G Fake 0x%° 


= (> 
+? + ir WW 0, 
so ist unsere Gleichung: 


an, 


Da nun: 


OL, 


| + 7 + da 
Setzen wir 
{0} 
9 9’ 


so haben wir also: 

ad DENE 43 + MO oder 4,9, =. 

0x! oyı? 08? ıriı 

Diese Gleichung ist von derselben Form wie Jy == 0, nur dass 
nach unserer Definition z,,y,, 2; nicht geradlinige Coordinaten sind. 
Wir wollen sie ansehen als geradlinige Coordinaten in Bezug auf 
das System der x, y, z eines anderen Punktes. Da 
ziy:z =xr:y:z und gg, =|, 

so ist von den Punkten (x, y, 2) und (z,y,2,) der eine das Bild des 
anderen in Bezug auf die Kugel gg, = 1. Heben wir einige 
Eigenschaften dieser Bilder hervor. Das Bild eines Punktes der 


56 Fünfte Vorlesung. 


Kugelfläche o = 1 fällt mit dem Punkte selbst zusammen. Das Bild 
eines inneren Punktes ist ein äusserer Punkt und umgekehrt. Rückt 
der Punkt unendlich nahe an den Mittelpunkt, so rückt sein Bild in 
die Unendlichkeit und umgekehrt. 

Wir sprechen auch von den Bildern von Linien, Flächen und 
Räumen. 
Das Bild einer Kugelfläche ist wieder eine Kugelfläche (eine 
Ebene mit eingerechnet); denn ist: 


A®+Bz+lCy+Dz + Em0 
die Gleichung des Objectes, so ist: 


rue tTEH EHE, 


A+Bz, +Cy Da. +E£Ee’=0 


die Gleichung des Bildes. Daraus folgt auch, dass das Bild einer 
Kreislinie wieder eine Kreislinie (die Gerade eingerechnet) ist. 
Aus ' 


dh 


da + da? +dt— dx’ + ut ds’ 
ß 
folgt, dass alle entsprechenden Längen bei einem unendlich kleinen 
Raume und seinem Bilde proportional sind, sich nämlich wie 1:g,? 
verhalten; es ist also das Bild dem Objecte ähnlich; die Winkel sind 
einander gleich. 


8 3. 


Nun sei @ als Function von x, y, z das Potential von Blectrici- 
tät, die in irgend einer Weise auf einer endlichen Fläche S ver- 
breitet ist; wir wollen @, als Function von x,, Y,, 2; untersuchen, wo: 


ud 
zZ 2. 9 


wenn in @ %,y,z durch z,,Yı: z, ausgedrückt sind. Zunächst ist 


im ganzen Raume: 
IV. 


Unstelig können 9,, = ; Zn, - nur sein in der Fläche S,, die 


das Bild von S ist, und im Punkte 9, = 0. An der Fläche S, ist p, 
stetig, da p in S stetig ist, aber die Differentialquotienten von 9, 
sind in S, unstetig, da die von p in S unstetig sind. Am Punkte 
0, == 0 findet keine Unstetigkeit statt, wie die folgende Betrachtung 
lehrt. Es sei g, unendlich klein, so ist g unendlich gross und 


g-irsrt- 
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welche Reihe nach dem Satz von Dirichlet*) cunvergirt, indem e 
die Electricitätsmenge auf S ist; oder: 


y=e+fat'.‘ 


also mit seinen Differentialquotienten stetig für ein unendlich kleines g.. 
Endlich sieht man, dass p, für g, = oo verschwindet, da p für = 0 
endlich bleibt. 

Daraus, dass im ganzen Raume 4,9, == 0, dass p, tiberall stetig 
ist, seine Differentialquotienten nur an der Fläche S, unstetig sind 
und 9, in der Unendlichkeit verschwindet, folgt, dass 9, ein Poten- 
tial von Blectricität auf S, ist. 

Hieraus lässt sich nun leicht die schon auf anderem Wege be- 
wiesene Relation ableiten, die zwischen 9, und 9, besteht, wenn 
ein Potential von Electrieität auf einer Kugelfläche ist, 

Es sei die Fläche S die Kugel e = 1. Dieselbe ist dann auch 
das Bild $,; die beiden Electricitätsvertheilungen, deren Potentiale, 
resp. in Bezug auf (x,y,z) und (z,, y,, 2), p und p, sind, befinden 


sich also auf derselben Fläche. Aus der Gleichung y= Fr p und 
dem Umstande, dass fürg =], z== x, y=y, 2 z, ist, folgt aber: 
91=P 
und hieraus weiter, dass die beiden Electrieitätsvertheilungen dieselben 
sind. Da nun von den beiden Punkten (x, y, z) und (2,,Yı, 2,) 
immer der eine ein ‚äusserer, der andere ein innerer ist, so zeigt die 
Gleichung 9, — Fr p, wie man das innere Potential durch das äussere, 
1 
und umgekehrt, ausdrücken kann. 


84. 

Wir wollen von demselben Satze noch eine andere Anwendung 
machen, welche uns dazu führen wird, die Gleichgewichtsauordnung 
der Electrieität auf einem durch eine Kreislinie begrenzten Kugel- 
abschnitt zu finden. 

Gesetzt, man kenne eine Function W von z,y,z, welche die 
folgenden Eigenschaften besitzt: Im, ganzen Raume soll 4W = 0 sein, 
W, = ; Ir ; au sollen stetig sein, ausser an der Kugel po = 1, 
wo nicht allein die Differentialquotienten von X, sondern auch W# 
selbst Sprünge erleiden; in der Unendlichkeit soll W verschwinden. 
Dann ist W nicht ein Potential einer electrischen Schicht auf der Kugel 
0 == 1, weil es selbst hier unstetig wird; wir werden aber aus W 
eine Function bilden können, die ein solches Potential ist. Man setze 


*) Crelle’s Journal, 17, p. 39—44, 1837. 
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in # für x,y,z resp. er f 7 ri multiplicire mit > und nenne 
das Resultat: 
Ar) 
Statt dessen können wir auch sagen: Man führe in W an Stelle 
von x, y, z @, B, © ein, setze für E r und multiplicire mit r ‚umW, 


zu erhalten. Wir wollen beweisen, dass # + W, ein Potential der 
bezeichneten Art ist. Es ist nämlich 1W, == 0 im ganzen Raume; 


es sind W,, er, ++ stetig überall, ausser an der Fläche 9 = 1; 


am Punkte eg = 0 sind sie stetig, weil ffir hinreichend grosse 


Werthe von -: i ® 
Wem o)=eer+/®+:-- 


W=e+fe+t'-», 


welche Reihen nach Dirichlet convergiren. Ferner ist für g = oo 
W, ==0, weil W überall endlich ist. Den Bedingungen, die für W 
angegeben sind, genügt also auch W,, daher auch + W,. Nun 
wollen wir beweisen, dass diese Summe keinen Sprung an der 
Kugelfläche erleidet. Dies ergiebt sich einfach daraus, dass die 
Werthe, die # auf der einen Seite von g=]1 hat, W, auf der 
anderen besitzt und umgekehrt, dass also W + W, auf beiden Seiten 
gleiche Werthe haben muss. Daraus folgt dann, dass W + W, ein 
Potential von Electricität auf der Kugel eg = 1 ist. Erleiden auf 
einem Theil dieser Kugel W und Au 


auch W, und nu stetig, und daher ist dieser Theil von Electri- 
eität frei. 


Folglich 


keinen Sprung, so sind hier 


8 5. 


Eine Function, die den für W gestellten Forderungen genügt, 
können wir leicht bilden, wenn wir uns an das Resultat erinnern, 
das wir in Betreff der Gleichgewichtsanordnung der Electricität auf 
einer kreisförmigen Scheibe, auf die keine äusseren electrischen Kräfte 
wirken, gefunden haben. 

Durch die Kugel g = 1 denken wir uns eine Ebene z=c < 1 
(Fig. 5) gelegt; das eine, beliebig gewählte Stück der Kugelfläche 
nennen wir die Fläche S; den Raum, der durch S und die Kreisfläche X 
begrenzt ist, den Raum 7. Y sei das Potential einer Electricitäts- 
menge, die auf der Kreisfläche im Gleichgewicht ist. Der Radius der 


Kreisscheibe ist = + YyI — c?, und daher, wenn man über die 
Grösse der Ladung passend verfügt, nach p. 36: 
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Yıc 1— ce 
Vs ’ 
wo u die positive Wurzel der Gleichung: 


2’ + y (2 — ce)! 
er Te a, 


und wo die Mehrdeutigkeit von arctg durch die Bestimmung gehoben 


V en arcig ——— 


ist, dass Y zwischen O und = liegt. Aus diesem Y wollen wir W 
folgendermassen definiren: Ausserhalb des Raumes 7 soll 


Wa YV (zwischen 0 und =) 
und innerhalb 7 
War—V (zwischen 5 und x) 


sein. Die folgende Ueberlegung zeigt, dass dieses W den gestellten 
Bedingungen gentgt. 
Es ist ausserhalb und innerhalb 7: 
2W 0, 
es ist W mit seinen er überall stetig ausser an 


der Fläche S, da an der .. KVmn = , also ausserhalb und inner- 
halb 7 W 5 und a’ ausserhalb und innerhalb 7 entgegen- 


gesetzte, daher ® Fra "gleiche Werthe hat. Endlich ist in der Un- 


endlichkeit PY, Re euch W = 0). 
Man kann übrigens W durch die eine Gleichung 


W = arctg ar 
darstellen, wenn man hinzusetzt, dass in der Unendlichkeit W= +0, 


und das Vorzeichen von Yu so bestimmt wird, dass W mit seinen 
Differentialquotienten stetig ist ausser an S. 

Nun bilden wir W,. 

Das Bild von 7 nennen wir 7,; das ist der Raum ausserhalb 
der aus S und dem Kugelabschnitt X,, dem Bild der Ebene X, ge- 
bildeten Fläche*). Ausserhalb 7,, also innerhalb (S, X,) setzen wir: 


W, = - arctg vn 
ausserhalb (S, X): 
W,= !(# — arctg =) ; 


*») Wir exemplificiren hier auf den Fall, dass der Raum 7 den Mittelpunkt 
der Kugel enthält. Für den entgegengesetsten Fall treten leicht zu über- 
sehende Aenderungen ein. D.H. 
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wo arctg zwischen O und 5 liegt, und u, die positive Wurzel der 
Gleichung: 
at + y' (=) 
+ = 1, 


o* (1 —_ c!’ + u,) 7 


d. h. 


z’+y (8 — co)! 

1—- ce +w + u = 
ist. Dann hat W, die verlangten Eigenschaften. Nicht sogleich er- 
sichtlich ist, dass W, für ein unendlich kleines e endlich bleibt. 
Aber wenn e unendlich klein ist, somit auch x, y, z unendlich klein, 


muss mindestens eine der Grössen x, y, z von derselben Ordnung un- 
endlich klein sein wie e. Wäre nun u, endlich, so hätten wir, da 
u, positiv, auf der linken Seite der letzten Gleichung einen Aus- 
druck von der Ordnung eE?, was nicht sein kann. Daher ist w, un- 
endlich, und: 

"rt ung 


| 

u. — 

l o? , 
also: 


W= r arctg (yi —.c. 0) =yl-d. 


Auch W, können wir durch die eine Gleichung 
W, = ri arctg u 
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definiren, wenn wir hinzufügen, dass für e unendlich klein der arc 


unendlich klein ist, und dass das Vorzeichen von Yu, so bestimmt 
wird, dass W, mit seinen Differentialquotienten stetig ist ausser an 
der Fläche S$. 

Bei diesen Festsetzungen ist, wie wir wissen, W-+ W, das 
Potential von Electricität auf der Fläche $; berechnen wir seinen 
Werth für diese Fläche selbst. Auf ihren beiden Seiten ist W = V 
und = x — F; W, hat auf der einen Seite den Werth, den W auf 
der anderen hat; auf jeder ist also W + W, = x, also constant; es 
ist also W + W, das Potential von Electricität, die im Gleichgewicht 
auf S ist, während keine äusseren Kräfte wirken. 

Wir wollen nun die Capacität der Fläche S bestimmen und dazu 
das Potential für g = O berechnen; denn da alle Punkte von S vom 
Mittelpunkte um die Strecke 1 entfernt sind, so erhalten wir damit 
zugleich die auf S befindliche Electricitätsmenge. 

Es ist für go — 0: 


W = x — arcig en, um c!, 
folglich: 

W=a— ardg! Em 2 — arccos c. 
Ferner: 


W=yl—c 
nach dem Obigen. 
Also ist die ganze auf S befindliche Electricitätsmenge: 


WW wr—arcosc+y1l—c. 


Bezeichnen wir mit y den Oeffnungswinkel, d.h. den Winkel, den 
ein nach einem Punkte des Randes gezogener Radius der Kugel mit 
der z-Achse bildet, so wird: 
W-W=r—y-+ siny. 
Also ist die Capacität, durch Division mit dem Potential =: 
my, 
% 


on 1 


Diese Formel gilt für beide Calotten, wenn y zwischen 0 und x 
liegt. Ist y= 0, so ist die Capacität 1 (ganze Kugel), ist 9 = x, 
so ist dieselbe O. . 


*) Dies gilt zunächst nur für den Fall, dass der Kugelmittelpunkt inner- 
halb des Raumes 7’ liegt; dabei ist der aro zwischen O und > su nehmen. Aber 
. auch im entgegengesetzten Fall bleibt die Formel bestehen, wenn dann der arc 
= 


(unten mit y bezeichnet) zwischen 5 


negativ setzt. D. H. 


und x genommen wird, indem man Y« 
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8 6. 

Wir sind auch im Stande, für einen Kugelabschnitt, der durch 
eine Kreislinie begrenzt ist, die Anordnung der Electricität für den 
Fall zu bestimmen, dass das Potential in ihm eine Constante C ist, 
während gegebene äussere electrische Pole auf sie wirken. Ist 2 das 
Potential der letzteren, und @ das Potential der Electricität auf S, 
so handelt es sich darum, dieses $ so zu bestimmen, dass auf 8 


g=—l0—L% 
ist. Diese Aufgabe kann man, wie bei jeder Gestalt des Leiters, zu- 
nächst in zwei andere zerlegen; die erste erfordert, ein @ so zu 


finden, dass: e 
y=C, 


die zweite, ein p so zu bestimmen, dass 
y—— 2; 
die Summe der beiden @ ist die Lösung der allgemeineren Aufgabe. 


Die erste speciellere haben wir für unser S gelöst; es ist bei ihr 
zu setzen: 


9-(W+W)Z- 


Die zweite Aufgabe können wir, auch wie bei jeder Gestalt des 
Leiters, noch mehr vereinfachen; wir brauchen sie nur zu lösen für 


den Fall, dass 


Den 
Q 


ist, wo der Anfangspunkt von E aber unbestimmt sein muss; das für 
diesen Fall geltende » braucht offenbar nur mit einer Constanten, 
— e, multiplicirt zu werden, um für den Fall zu gelten, dass in dem 
Anfangspunkte von e die Electricitätsmenge e vorhanden ist; und- 
eine Summe ähnlicher Ausdrücke gilt dann für den Fall, dass beliebig 
viele electrische Pole vorhanden sind. Nun wollen wir zeigen, wie 
für unseren Kugelabschnitt S ein @ gefunden werden kann so, dass 
auf der Fläche S: 


Di 


a|-| 


Um den Anfangspunkt von e, der beliebig angenommen werden kann, 
als Mittelpunkt beschreibe man eine Kugel mit dem Radius 1, und 
suche in Bezug auf diese das Bild S, von S. Dieses ist wieder ein. 
kreisförmig begrenzter Kugelabschnitt. Man bestimme für diesen 


das 9, für welches $==1 ist; man nenne dasselbe 9,, und die 
Coordinaten des Punktes, auf den es sich bezieht, in Bezug auf ein 
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Coordinatensystem, dessen Anfangspunkt der Mittelpunkt der gedachten 
Kugel ist, x,y,2,. In 9, setze man 


und bilde: 
Aa 7 9ı- 

Dieses $ ist dann, wie wir wissen, ein Potential von Electricität 
auf S in Bezug auf den Punkt (x,y,z). Da nun 9, an der Fläche 
S,— 1 ist, so ist an der Fläche S 9; es ist also @ das gesuchte 
Potential, und die Aufgabe ist gelöst. 


Sechste Vorlesung. 


Zwei electririrte Kugeln. — Potential in den Punkten der Centrallinie. — 
Reduction des Problems auf eine Functionalgleichung. — Auflösung derselben 
durch unendliche Reihen, — Die Kugeln berühren sich. 


8 1. 

Wir haben bisher den Fall betrachtet, dass ein Leiter vorhanden 
ist, auf den von Aussen gegebene oder keine electrische Kräfte 
wirken, und die Gleichgewichtsanordnung der Electricität auf dem 
Leiter ermittelt. Wir gehen nun zu dem Falle über, dass zwei Leiter 
da sind. Andere Kräfte als die von ihren Blectrieitäten ausgehenden 
nehmen wir als nicht vorhanden an. In jedem Leiter (oder, wie wir 
statt dessen sagen können: in der Oberfläche eines jeden Leiters) 
muss das Potential der Gesammtelectrieität constant sein; in dem 
einen kann es aber einen anderen Werth haben, als in dem anderen. 
Die Aufgabe, das Potential ausserhalb der Leiter und damit die An- 
ordnung der Electricität auf ihnen zu finden, ist vollständig nur 
gelöst für den Fall zweier Kugeln, und diesen Fall wollen wir zu-. 
nächst betrachten*). Wir wollen uns die Aufgabe stellen, die Poten- 
tiale der Electricitäten zu berechnen, die auf der ersten und auf der 
zweiten Kugel sich befinden. Diese Aufgabe wird wesentlich durch 
den Umstand erleichtert, dass auf jeder Kugel die Electrieität noth- 
wendig symmetrisch in Bezug auf die Centrallinie vertheilt ist. Wir 
wollen eine Betrachtung, die sich auf das Potential einer solchen 
electrischen Vertheilung bezieht, vorausschicken. 

Es sei Y das Potential von Electrieität auf einer Kugel, die 
Achse der Symmetrie sei die Achse, von der aus der Winkel # 
gezählt wird, für die also x = 1 ist, dann ist F von @ unabhängig, 
uud also, wenn der Radius der Kugel gleich 1 ist**): 


*) Vgl. Kirchhoff, Crelle's Journal 59, p. 89, 1861. Ges. Abhandlungen 
p. 78, 1882. Ferner: Wied. Ann. 27, p. 673, 1886. 

#*) Setzt man nämlich die Differentialquotienten der allgemeinen Ausdrücke 
von 9, und 9,, p. 43, nach » gleich Null, so folgt, dass alle Glieder ver- 


schwinden, deren Zahleuindex 3 von O verschieden ist. D. H. 
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v; Pa oteAP +04P, +. 
PVP, = art. 
Folglich, da nach p. 52 alle BD 1 se wenn «= 1 gesetzt wird: 
(Vı)uzı= A + en +04.+- 
VA E21 ++ 


Ist also für a = 1 V, oder P, BE so findet man allgemein P,; 
und Y,; denn man braucht nur (Y;)„—ı nach aufsteigenden, bez. 
(Va)a=ı nach absteigenden Potenzen von e zu entwickeln, um die 
Coefficienten A kennen zu lernen. Möglich müssen diese Entwicke- 
lungen sein, falls es ein Potential Y wirklich giebt, 


82, 

Bei unserer Aufgabe über die beiden Kugeln können wir uns 
hiernach darauf beschränken, die Potentiale in der Cenirallinie zu 
untersuchen. Sind sie hier gefunden, so können sie nach der ge- 
machten Bemerkung allgemein ermittelt werden. 

c sei der Abstand der Mittelpunkte der Kugeln, a, b ihre Radien, 
A, B die Potentialwerthe in ihnen; einen Punkt der Centrallinie 
bestimmen wir durch x, den Abstand vom Mittelpunkt der ersten 
Kugel, oder y, den Abstand vom Mittelpuukte der zweiten Kugel*), 
und nennen für ibn / (x) das Potential der auf der ersten Kugel 
befindlichen Electricität, 9 (y) das der auf der zweiten befindlichen. 
Die Bestimmung der Functionen / und g ist unsere Aufgabe. Wir 
gelangen zu ihr durch den Satz, dass für irgend einen inneren Punkt 
das Potential einer Kugelschicht gefunden werden kann aus seinem 
Werth für einen äusseren und umgekehrt. Es beziehe sich x auf 
einen inneren, x’ auf einen äusseren Punkt; dann ist: 


f(@) _ 2zathsin ddY 
Vor + xt — 2ax co $ 


A 
, 2zathsin 8dP 
x UEEREER DS 
r@) Vat+ 2’? — 2ax’cos® 


_ f 2xath sin #4 
nz V a?\2 ut 
() + — 2a —, co0® 
0 
a 
+7 f(&), 
*) wobei die x und die y immer in der Richtung nach der anderen Kugel 


hin wachsen sollen. D. H. 
Kirchhoff, Electricität, 1) 
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wenn: 
a? 
== 2’ 
oder: 
® 
f@)=-&r(%)- 


Bei entsprechender Bezeichnung hat man: 
‚ b _yb: 
syw)= y’’ r 


y ac-—ız, 


Setzen wir nun: 


so dass y’ und x auf denselben Punkt innerhalb der ersten Kugel sich 
beziehen, dann muss sein: 


(+ W)- Id) + 


e— 
und ebenso: 


HIN +) = 8 


Aus diesen beiden Gleichungen kann g eliminirt werden; man 
darf nämlich in der zweiten 


bt? 
yÄ7r-z 
setzen, da sich dieses y auf einen Punkt innerhalb der zweiten Kugel, 
nämlich auf das Bild des durch x bestimmten Punktes in Bezug auf 
die zweite Kugel, bezieht. 
Man erhält dadurch: 
((@) — ae EL) = A—B——, 


® _DU— cıx 


welche Gleichung von z=— a bis z== + a gelten muss. Diese 
Functionalgleichung bestimmt /(x) vollständig, wenn man hinzunimmt, 
dass / (x) überall stetig ist. 


8 3. 


Zunächst erlaubt die Functionalgleichung, / (2) durch / (x,) aus- 


zudrücken, wenn 
alc—x) , 


Tea -R—ca 
wir wollen 
ua tl + Le 1 + lız, 
1+ 242’ ıT + 


setzen und die Constanten A,, A, so zu bestimmen suchen, dass 
z, =4'z, 


wobei g constant. Wir schreiben die Gleichung zwischen x, und x 
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x, _ @+Bz 
y+4z’ 
setzen also: 
amaic, Pu —ad, yct!—b!, Gm — c. 


Dann muss die Gleichung z, = g*z, oder: 
ythe+ö+NDz_ „I+he 
that + Pe: i+ iz 
eine identische sein, es müssen also die drei Relationen bestehen : 


PR EM 
ytıa 


2. IP 
! y+ ha 
— the, 
ytha 


Die beiden ersten erfordern, dass A, und A, die Wurzeln der 
quadratischen Gleichung sind: 


aA y—PA— Il, 
ac + (?+a — dB)Atc=(, 
die dritte bestimmt g*. Die Wurzeln der quadratischen Gleichung sind: 
er Sur (c + —- "+ YO + a — vi _ 4a?c‘) 
oder: 
I (2 L@2_» (mL m? __ palm _ pn 
3 (+ — + Yllc+ a? — DB) — a) — DR): 
Dac>a-+b, so sind sie reell und beide negativ; ihr Product ist 
- - Ich setze: 


d.h 


Bee ee 


mit der Bestimmung, dass & < 1*). Dann liegt & zwischen 1 und =; 
denn wenn wir Den setzen, wird die linke Seite der Gleichung 
_5 ‚ also >0, 


und wenn wir & == 1 setzen, wird sie 
— DB _(c — a)! 
Gc 


also <O. 


*) Die audere Wurzel ist offenbar g> ı. D.H. 
5* 
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Die Gleichung zwischen z und x ist dann: 


x 1 
„oa 
x h 
1-26 
so dass z== 0 für = E&a. Dabei wird: 
u ER | a 
Gc & c 
Veran a’ 
u. 5 Et € 


da: ei Re 
a at — 1 
ac = € 
Da & zwischen = und 1 liegt, so ist 9° positiv und kleiner als 1. 
Der Ausdruck für g* lässt sich noch umformen, es ist: 
a\/! a a! a 1 
_a-IE-I_ F-:trd+ 


u! 


I a\% "fa 
Gr er 
1 
vr. ze 
1 ax? ’ 
=) 
oder, wenn man festsetzt, dass 9? positiv ist: 
ER RL.X OU 
q c—ab 


Es ist aber auch: 


= 


Da le en Eco — a? 
Tem 


also: 
? fc —a u . 
q d 


Durch Elimination von & aus den beiden Gleichungen für 92, 
nämlich aus: 


erhält man, da 


Rn] 


er 


L BER == 
oder: 
I ca — at — bt a — (sa — bj! 
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Daraus folgt unter Anderem, dass g ungeändert bleibt, wenn man a 
und 5 vertauscht. Wir drücken nun die beiden Grössen: 


ab b ıLı 
c—xz a —b! — cz ac— x 


durch die neu eingeführten Zeichen aus. 
Wir haben: 


1-2 
ei Kemer? 
ebenso 
1—3$ 1— gs 
rg 
aus: 
gt =tc—a 
und 
De 
g* & 


folgt ferner: 


hiermit: 

m sn - HNA— g'2) [) a 
(Et — g)(ı — $ta) 

D ı— Es 


a —— 


ea £E 1—gq!r’ 


—& 


c—-—zxa 1-Egiz 


8 4. 
Nun setzen wir: 


A)=(1—-8z)o(2), 
(«)=(1-8z)9 (2). 
Die Functionalgleichung für / (x) giebt dann: 


also auch 


A ® 1 
Pe BE Te 


Während x von — a bis + a wächst, nimmt z von r bs — € ab. 


(Sein Differentielquotient nach x ist stets negativ und endlich, nämlich 
wobei A, — Ay & -5<0) 
Es muss also die Functionalgleichung in dem genannten Intervall 


von z gelten. Da g* < 1, so können wir hiernach in der Gleichung 
für z auch g'z setzen, wodurch entsteht: 
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1 1 
P(g'z) — op (az) = A a — BE i-fs 
und: | 
4(#—1) —— na? Is Reue EEE Mer = q VE: TEBRRR 
p(a'®-Nz) — g?p(g'"z) AT pen, B; 1—gits 
Multipliciren wir diese Gleichungen der Reihe nach mit |, 
gQ%,... 2-1) und addiren alle, so folgt: 


f q? gain) 
rettet Arge 
B q? q' gt 
u nee = et 


+ ep (g'*2). 
Lässt man n = oo werden, so wird g9?* «= (0) und gt"z = 0, und da 
(0) endlich ist, nämlich = f (a&), so verschwindet das letzte Glied; 
man erhält daher p (z) durch zwei unendliche Reihen ausgedrückt 
und: 


#(t— Er) |, g’(1— E32) 
fa—All+ 1-eg: tr Zen ı.. .} 


B(1— £te) q? q‘ 
74 ahrrrart 


Davon, dass die Reihen convergiren, kann man sich leicht direct 


überzeugen, da das Verhältniss zweier auf einander folgender Glieder 
für n = 00 4? wird. 


85. 

Die Reihen hören auf brauchbar zu sein, wenn die Kugeln bis 

zur Berührung genähert werden, wobei 
c=ma+b, gel, $=l, z=l, 

(letzteres nur, wenn x von a verschieden). Für diesen Fall wollen 
wir in die Functionalgleichung von / (x) für x an Stelle von z (das 
dann eben constant ist) eine andere Variable y einführen. Um die 
Beziehung zu finden, die wir zwischen x und y festzusetzen haben, 
wollen wir 1— g?=e setzen und & unendlich klein nehmen. All- 
gemein ist, nach p. 66: 


gz, =Iigq' +1gz 
d.h. hier: ä - 


gz =—2:e+lgz. 
Wir wollen nun setzen: 


so das 


Es ist äber: 
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zeltetet.,, 
also 
+ r a 
und nach früherer Gleichung, p. 68: 


et — at — dr 


ab | 

Folglich: 
2 *—(atbt _(ce+a+dI(e—a—d) 
0 ab Ba a a 
oder hier: 
ER 2c(c Zen, 
G 
Ferner war: 
arbd’=ch, 


daber: 
a+t(l—y=c—ce(l-—!$); 


aber, wie soeben gefunden: 


a+b=c— 8 L ; 
also durch Subtraction: 


ab 
a nn nr 5 
und unter Fortlassung des unendlich kleinen Gliedes zweiter Ordnung: 
$=1l— . &. 
1 b 
z — 1] + E €. 
Die Gleichung für z, p. 68, lautet: 
ei 
z = _ 
c 
1-6 
1 2bxe 
 e(a—a)’ 
also : i 
g£ R) _ x 
a re Eee 


Wenn man aus diesen Gleichungen für y und y, und der 
Gleichung p. 66 zwischen x und x, bei Benutzung vonc=a-+b 
x eliminirt, so verificirt man leicht die Gleichung 


yv=y-+l. 
*) Hieraus folgt, dass y geeignet ist, für « eingeführt zu werden, da von 


ze — a ab y von — Fr mit x zugleich stetig wächst, bis es für-z = a nn- 
endlich wird. D. H. 
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Dabei ist: 
acy j — acyı , 
ee Tr Hure, 
Man findet hieraus: 
bo _  bdb+ey , 
e-2z e(+y’ 


uns DEV. 
ct — b!— cz a(c—x) db +cy, 


$ 6. 
Setzt man nun, wnter Einführung einer neuen Function 9: 
(=bty)PW), 
so ergiebt die Functionalgleichung für / (x), p- 66: 


A B 
De UE Eree 
ie 
’ 
2,3 cei+y 
also: B 
A 1 1 
9y+N)-pyW+N)=-- UT Te 
2rıryy ce 2+y 
A B 
9gytrr-N-gyt+N)-T | ne 


und daher durch Addition: 
A 1 ea : 1 + 1 ZRRRER 1 


+y Z4yti Z4y+ 2 +y+n-1 
B([ı 1 | 
ri Er ur] 
+9PW+n). 


Herstellen lässt sich nur der Fall, dass A = 2 ist*); in diesem 
Fall muss für == a /(x) einen bestimmten endlichen Werth haben, 
und also @ (y) für y== oo, welcher Werth dem x == a entspricht, 
verschwinden; wir haben daher für unendlich grosses n: 

4. +7 + +, 


j cla—xı b 


b 
Pe Pa u een 
ey Zrırı eye 
BRENNER. RER . — 5) 
y+l y+t?2 y+n 


”) Da von der Berührungselectricität hier abgesehen wird. D. H. 
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Dieser Ausdruck lässt sich darstellen durch die von Gauss*) 
mit % bezeichnete Function. Die Definition dieser ist: 


1 1 I 
Nr + rer 2, 
für n = oo. 

Wir wollen beweisen, dass hierdurch wirklich eine Function 
von y definirt ist, d. h., dass $% von n unabhängig ist, falls es nur 
unendlich. Es handelt sich dabei darum, zu zeigen, dass, wenn N 
eine ganze Zahl > n: 

1 ) 1 
Veyraritymart togmmieitien 
verschwindet, wenn n == oo. 
Es ist, wenn a reell und grösser als 1: 


rim ei 
daher: u £ 
Iga—lg(@—-1)>.>Igla+1)—Ig(a). 
Daraus folgt: 


gy+tr+l)—Iew+n)> nrw tn +2) —Igytr +) 


gut +D-IBwtr+1)> m >WwWtn+9 
SUREHER 


Ig(y+R) -BW+ N—N> m >isW HN +) —IgW+ N 
oder addirt: 


y+N +1+N 
RESET IT EI ae 2 Search 


Für n= oo (und N = oo) wird daher: 


+ =-lgN—Ign, 


arten 
0-0. 


Bei Benutzung des Zeichens Y» haben wir demnach als Lösung 
der Functionalgleichung: 


(= a5 l- a -)+rW) 


Aab bır bx a 
" c(a—x) (# cia-&) (5 zu 2))° 


1 
y+N 
also: 


*), Gauss, Werke 3, p. 154, 1866. 
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87. 

Wir haben nun das Potential der auf einer der Kugeln befind- 
lichen Electricität in Bezug auf irgend einen inneren Punkt der 
Centrallinie ausgedrückt; nach der p. 65 gemachten Bemerkung 
können wir hiernach das Potential dieser Electricität in Bezug auf . 
irgend einen äusseren Punkt finden. Wir haben zu diesem Zweck 
zunächst dieses Potential für einen äusseren in der Centrallinie 
liegenden Punkt zu bilden. Es stehe dieser um x’ vom Mittelpunkte 
der ersten Kugel im Sinne der x ab; dann ist sein Potential: 


Pr Kl 
(e)- 41) 
Da nun nach p. 68 im allgemeinen Falle, dass c > a -+ b: 
x 
Ga—— 
B 
nl’ 
so ist nach p. 70: | 
Te nen regen 
12-819) 1-89) 


= 


een) 


also jenes Potential: 


1 — a! 1— 0° 
en Fe 
? 
BE ed ı Er‘ + 1—g + 
5 a U. 
& ‚ & 
x — wer x’ —a Er 


Das allgemeine Glied entsteht aus dem zweiten, resp. ersten, in- 
dem man für qg g* setzt. Das Potential der Kugel in Bezug auf 
einen äusseren Punkt der Oentrallinie ist daher dasselbe, wie das von 
einzelnen electrischen Polen, deren Abstände vom Mittelpunkte 


1— a! _g° 
0, erg Fee IR 

q‘ gq 

a, a, 


und deren N 


Aa, Aal — 8); en Aal 8) —- a 
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er. are ee 
Ba £ Iog an E ig 
sind. Alle diese Pole sind —. dag und& <1 und 
q 
eo <l. 


Es folgt hieraus, dass das Potential der Kugel in Bezug auf 
jeden äusseren Punkt dasselbe ist, wie das von diesen Polen her- 
rührende. 

Bei der Berechnung der Grössen, die vorzugsweise von Interesse 
sind, braucht man aber dieses nicht zu benutzen; man findet sie 
direct aus f (x). Ist nämlich % die Dichtigkeit für x = a, so 
hat man: 

—4rh= -|— re +] 


BRETT 


dx dx’ 
d. h. 


Ari = ( + 2) a) 
Zweitens ist die Electricitätsmenge, die die erste Kugel enthält, 
gleich « mal dem Werthe ihres Potentials im Mittelpunkt, also 
=af (0). 


® 
v=a@s 
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Kräfte zwischen electrisirten Leiterv. — Arbeit. — Potential von Electricitäts- 


mengen auf sich selbst. — Electrische Energie. — Verschiedene Formen der- 
selben. — Fall zweier Kugeln. 
. 8 1. 


Wir wollen nun die Araft zu berechnen suchen, die zwei electrisirte 
Kugeln auf einander ausüben. Es muss eine solche Kraft in der 
Richtung der Centrallinie, also eine anziehende oder nbstossende, vor- 
handen sein, da Alles in Bezug auf diese Linie symmetrisch ist. Es 
wirken zunächst die vorhandenen Electricitätstheilchen auf einander; 
die Kräfte, die sie auf einander ausüben, übertragen sich auf die 
wägbaren Körpertheile, wie weun Jiese und die Electricitätstheilchen 
fest mit einander verbunden wären. Die Kraft, mit der die eine 
Kugel auf die andere in der Richtung der Centrallinie wirkt, ist daher 
die Summe der Componenten (nach der Centrallinie) der Kräfte, mit 
denen die Electricitätstheilchen jener Kugel auf die der anderen . 
wirken. Wir wollen diese Sumnmie aber nicht direct berechnen. Um 
leichter zu ihrer Kenntniss zu gelangen, wollen wir eine allgemeinere 
Betrachtung anstellen. 

Eine beliebige Anzahl von electrisirten Leitern beliebiger Gestalt 
sei vorhanden; es sollen die Kräfte beurtheilt werden, die sie auf 
einander ausüben. Das System dieser Kräfte ist ziemlich verwickelt, 
da auf jeden Leiter im Allgemeinen eine Kraft und ein Drehungs- 
moment kommt; wir erreichen unsern Zweck am leichtesten, wenn 
wir suchen die Arbeit auszudrücken, die diese Kräfte bei einer belie- 
bigen unendlich kleinen Verrückung der Leiter leisten. Dadurch, dass 
wir diese Verrückung passend wählen, können wir aus der Arbeit 
jede Frage in Betreff der Kräfte beantworten. 

Gesetzt wir hätten in den discreten Punkten 1,2, 3... die Electri- 
eitätsmengen e,, &,,&,... Wir verrücken diese unendlich wenig und 
suchen die Arbeit der Kräfte, welche diese auf einander ausüben, für 
diese Verrückung. Die Electricitätsmengen e,, &, stossen sich mit 


den Kräften ab: 
1 4°®e 
gi R} 
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. wo r ihre Entfernung; ist dr die Vergrösserung, die r bei der Ver- 
rückung erleidet, so ist die Arbeit dieser beiden Kräfte: 


40% + rödy, + 2,02 + 8, + F,dy, + 2,02, = Atdr, 


da, wenn: 
r= (2 —2,)”’+ (Yı — 9%)’+ (21 — 22)’ 
IA + sy, 4982, 


+, + MN y, + RA. 


Derselbe Ausdruck lässt sich schreiben: 
at, 
T 


Man erhält die Arbeit aller electrischen Kräfte, wenn man hier- 
von die Summe nimmt über alle Paare von electrischen Punkten; 


sie ist also: 
&& 
—6 So 


ee: 


oder 


wenn 2— N’%%, d.h. das Potential aller Electricitätsmengen in Be- 
ır 
zuy auf sich selbst. 


Die Combinationen, die in der Summe vorkommen, sind diese: 
EC A ee. 
a ea 
es &ı..- 


Fügen wir hier noch hinzu: 
EEE 
een Een... 
a Gen Gb. 


so verdoppeln wir gerade die Summe; es ist also auch 


DIE. 


wo für e alle Electricitätsmengen e,, &,, &,... und für e’ auch\alle 
zu setzen sind; aber auszuschliessen sind die Paare e, e,, &,e,.. . kurz 
die Combinationen, die zweimal dasselbe Element enthalten. Für diese 


® 1 
Paare wäre auch r == 0, also Zam. 
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82. 


In unserem Falle verwandeln sich die Summen in Integrale und 


es wird: 
1 hdsh’ds’ 


wobei für ds wie auch für ds’ jedes Element aller Leiteroberflächen 
zu setzen ist. 

Bei der Integration nach ds wäre zwar das ds, welches mit ds’ 
zusammenfiele, auszuschliessen, doch ist dieser Ausschluss hier un- 
nöthig, da zu dem Integral: 

hds 
Tr 
bei constantem ds’ ein unendlich kleiner Theil der Oberfläche, in dem 
ds’ liegt, unendlich wenig beiträgt. Der letzte Ausdruck von 8 be- 
darf also keiner näheren Bestimmung. 

Aber einer Ueberlegung bedürfen noch die Verrückungen der 
Electricitätstheile, für welche — #2 die gesuchte Arbeit ist. Die 
Leiter sollten verrückt werden, und dabei sollten die Electricitäts- 
theilchen als an den Leiterelementen haftend angesehen werden. 
Thatsächlich verschieben sich aber bei der Verrückung der Leiter die 
Electricitätstheilchen in ihren Oberflächen, weil bei anderer relativen 
Lage der Leiter die Gleichgewichtsvertheilung der Electricität in ihnen 
eine andere ist. Es verändern sich daher auch die Grössen A und %’. 
Beziehen wir 5 auf die ganze Veränderung, welche 2 bei der Ver- 
rückung-der Leiter erfährt, so ist: 


1 } Er 1 öhdsh’ds’ 1 hasch' ds’ 


wo das erste Glied der rechten Seite die Arbeit giebt, die wir be- 
rechnen wollen. Die beiden letzten Glieder sind gleich, sie bedeuten 
dasselbe in verschiedener Bezeichnung; ihre Summe ist also: 


f öh.ds f ae, 
r 
Nun ist f er, d. h. das Potential für alle vorhandene Electri- 


cität, für jeden Leiter constant, und f öh.ds, d. h. die Aenderung 


der Ladung, für jeden Leiter gleich 0, also ist — 862 die gesuchte 
Arbeit, wenn 82 die ganze Aenderung von SR bedeutet. 

Es lässt sich 2 auf eine bemerkenswerthe Weise ausdrücken. 
Wir setzen die constanten Werthe der Potentialfunction in den ein- 
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zelnen Leitern gleich ?,, ?, .... und die Electricitätsmengen, die sie 
enthalten, gleich Z,, Z,... Wir schreiben: 


a! (nas [HE 
2 r 


Das Integral f Li hat für die einzelnen Leiter die Werthe 
P,, Py..., das Integral | Ads die Werthe Z,, Z,..., daraus folgt: 
1 
QA=;(P, Eu+PREB+:.-.). 


Man kann noch auf eine andere Weise die Kraft ausdrücken, 
die bei beliebig vielen Leitern auf einen derselben von den übrigen 
ausgeübt wird. Es sei ds, ein Element der Oberfläche dieses Leiters, 


Rh — 2m cz die Dichtigkeit der Electriceität in ihm. Berechnen 
wir die Kraft, die auf die in ds, enthaltene Electrieitätsmenge von 
der ganzen übrigen Electricität ausgeübt wird. Auf die Einheit der 


Electricität, unendlich nahe an ds,, ausserhalb des Leiters, übt die 


ganze Electricität in der Richtung von n die Kraft — es aus, die 


auf ds, befindliche, da ds, als eben angesehen werden kann, nach 
p. 20 die Kraft 2xk = — 2 =, also die übrige Electricität die Kraft 


— 55m Aufds, befindet sich die Electrieitätsmenge — jo 02 ds; 
auf diese wirkt also die übrige Electricität mit der Kraft 2 (2) ds, 


in der Richtung von rn. Um die Wirkung zu finden, die der ganze 
Leiter 1 von den übrigen erfährt, haben wir diese Kräfte für alle 
Elemente ds, naclıı den Regeln der Statik zusammenzusetzen. In 
Jiesen Kräften sind mit enthalten diejenigen, die die Electricitäten 
je zweier Elemente ds, auf einander ausüben; diese Kräfte halten 
sich aber das Gleichgewicht, da sie gleich sind, in den entgegen- 
gesetzten Richtungen der Verbindungslinie der Angriffspunkte wirken 
und fest mit einander verbundene Angrifispunkte haben. 


8 3. 


Wir haben 2 das Potential der Electricität der Leiter in Bezug 
auf sich selbst genannt; wir können es auch die Energie oder die 
electrische Energie der Leiter nennen. Dieser Begriff bezieht sich auf 
ein System von Körpern, dessen Zustand von beliebig vielen Va- 
riablen abhängt, deren Werthe durch äussere Kräfte abgeändert 
werden können. Die Energie ist dann eine Function dieser Variablen, 
deren Werthe für zwei Zustände eine Differenz haben, welche der 
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Arbeit gleich ist, die man aufwenden muss, um das System aus dem 
ersten in den zweiten Zustand überzuführen. Unsere Leiter bilden 
ein solches System; die Grössen, welche die relative Lage derselben 
bestimmen, sind die Variablen, und nach unserer Definition von 2 
ist eine Veränderung von SQ der Arbeit gleich, die aufgewandt werden 
muss, um die Leiter aus einer Lage in eine andere zu bringen. 
Dabei sind die Electricitätsmengen der einzelnen Leiter nach unserer 
bisherigen Vorstellung als constant zu betrachten. Aber von dieser 
Beschränkung können wir uns unabhängig machen. Bei der Be- 
wegung unserer Leiter können wir auch zwei von ihnen in Berührung 
bringen, wenn das nur geschieht, während die Potentialwerthe in ihnen 
gleich sind; wir können sie daun zusammen weiter bewegen, wobei aus 
dem einen Electricität in den andern fliesst. Trennen wir sie dann, so 
enthält der eine mehr, der andere weniger Electricität als früher. 
Jene Beschränkung, dass die Berührung zweier Leiter bei gleichem 
Potentislwerthe hergestellt werde, ist für unsere Betrachtung aber 
wesentlich. Wären die Potentialwerthe nicht gleich, so würde vor 
Eintritt der Berührung ein electrischer Funke zwischen den Leitern 
überspringen, und die Wirkungen, die dieser ausübt, würden nicht 
zu vernachlässigen sein. Sind aber die Potentialwerthe in den beiden 
Leitern im Augenblicke der Berührung einander gleich, so tritt ein 
solcher Funke nicht ein. Hieraus folgt, dass 2 die Energie des 
Leitersystems darstellt auch für Zustandänderungen, bei denen die 
Electricitätsmengen der Leiter andere werden. 

Der Deutlichkeit wegen will ich beschreiben, wie man durch 
Aenderung einer messbaren Arbeitsgrösse einen Leiter 4 electrisiren 
kann. Man braucht dazu nothwendig einen Hülfskörper, der electrisch 
ist. Es sei das auch ein Leiter, 2, der isolirt ist und während des 
ganzen Vorgangs isolirt bleibt. Ich will ferner annehmen, dass ein 
langer unendlich düuner Draht für den gedachten Versuch zur Dispo- 
sition stehe. Ein solcher Draht vermittelt die Gleichheit des Poten- 
 tials in zwei Leitern, die durch ihn mit einander in Verbindung 
gesetzt werden, kann im Uebrigen aber unberücksichtigt bleiben. 
Wir haben nämlich p. 26 gesehen, dass die Electricitätsnienge, die 
einem solchen Drahte zugeführt werden muss, um ihm einen endlichen 
Potentialwerth zu ertheilen, unendlich klein ist und daher in Punkten, 
die in endlicher Entfernung von ihm liegen, die Potentialwerthe nicht 
merklich beeinflusst. Durch einen solchen Draht verbinde man den 
Leiter 4, während er in grosser Entfernung von B sich befindet, mit 
der Erde. Diese ist ein grosser Leiter, in dem das Potential O statt- 
findet. A ist unelectrisch und fern von anderen electrischen Körpern. 
Daher ist das Potential in ihm auch Null; die für seine Verbindung mit 
der Erde gestellte Bedingung ist also erfüllt. Nun nähere man 4 
dem 3. Das Potential in A muss dann == 0) bleiben; das ist, wenn 
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B etwa positive Electrieität enthält, nur dadurch möglich, dass nege- 
tive Electricität durch den Draht aus der Erde nach 4 fliesst. Ent- 
fernt man dann den Draht von A und bringt diesen Leiter dann 
wieder in grosse Entfernung von 2, so behält 4 die Electricität, die 
es im Moment seiner Isolirung besass. Der Zustand von 2 ist derselbe 
wie ursprünglich; die electrische Energie der Erde ist nicht geändert 
dadurch, dass eine endliche Electricitätsmenge aus ihr herausgezogen 
ist, da für sie ?P== 0 ist; nur A ist electrisch geworden. Ist Z seine 
Electricitätsmenge, ? sein Potential, so ist x PE seine Energie; so 
gross muss die äussere Arbeit sein, die bei dem gauzen Process ver- 
braucht wurde. Verbraucht wurde welche; denn die Anziehung zwi- 
schen A und 2, die bei der Entfernung dieser Leiter zu überwinden 
‘ war, war grösser äls die Anziehung, die bei der Näherung im Sinne 


derselben wirkte, weil bei der Entfernung A mehr negative Blectri- 
eität enthielt als bei der Näherung. 


84, 


Kehren wir wieder zu dem allgemeinen Falle, dass beliebig viele 
Leiter vorhanden sind, zurück. Die Grössen Z,, Z,... sind Functionen 
von P,, P,...; wir wollen beweisen, dass sie homogene lineare Func- 
tionen von diesen sind. 

Gesetzt es seien P,, P,... gegeben; es soll die Potentialfanotion 
9 bestimmt werden. Es wäre @ eindeutig bestimmt durch die Be- 
dingungen: | 

im ganzen Raum ist /p = 0 
9 stetig 
und 


09 09 299 : 
dx’ äy’ Fri stetig, 


ausser an den Oberflächen der Leiter; hier st p=P,, p==P, ..., 
in der Unendlichkeit 9 = 0. 


Gesetzt man hätte für die speciellen Fälle 
P=]1, PA,=0, P,=0... gefunden 99, 


P,=0, Reel, A,=0... . pp, 
P=0 PR)=0 Pwl... " 99 :-:: 
so würde offenbar jenen allgemeineren Bedingungen genügt durch: 
9=P9+PRp+Pmt 


d.h. es ist eine homogene lineare Function von 2), P,... Das 
selbe würde gelten von A, da 
Kirchhoff, Electricität. 6 
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— 4iıh= dn, N 


und von Z,, E,..., d. h. von 


fra 


ausgedehnt über die Oberfläche von 1, 2... 

Durch Auflösung der Gleichungen, welche Z,, Z,... als Func- 
tionen von P,, P,... darstellen, erhält man auch diese als homogene 
lineare Functionen jener. 

Um eine wichtige Eigenschaft dieser beiden Functionssysteme zu 
finden, diene die folgende Betrachtung. Die Electricitätsmengen 
mögen einmal die Werthe 


E,,£. ..., ein anderes Mal die Werthe Z,', Z, ... | 
haben; die entsprechenden Potentialwerthe in den Leitern seien 
‚PiP:,e und PP 3 


die Dichtigkeit in einem Element aller Oberflächen ds sei A im ersten 
Falle, die in ds’ sei 3’ in dem anderen Falle. Ist dann: 


P=ebuäEtboeht--- 
PR,=b,„E+ 228. + --- 
so ist auch Du 
P, =b,E +6: +. 
P}=b,„E + d.E, + --- 


— [nas [HE , aber auch (was [M, 


EP/+EP,+--- =EP+EP+-- 


Wir kommen am leichtesten zu dem Schluss, den ich aus dieser 
Gleichung ziehen will, wenn wir 


setzen, dann wird diese Gleichung 

db 
Offenbar gilt das Entsprechende für andere Indices. Ebenso kann 
man nachweisen, dass, wenn: 
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E=a,PA ta,Pt-- 
E,=a,P, +@2P+--: 


Gm, Ami, Anm... 
Es u daraus, dass die Differentialquotienten von 


sl[du 2? + 20.25 + 28, E86, +-- 
+ 22 8:?4+ 2b, E, ” ce: 


nach EZ, Z, ... gleich ?,, P,...., und die von: 


1 
je Pr? + 24,Pı Pr + 24, PıP; + ... 
+ auP° + 20, P,P; En RR 


ey’ 
nach ?,, ?,... gleich Z,, £,... sind, d. h. es ist: 
& 0 
Pe: ; Pen 


und 
082 082 
Kein: Rein 
je nachdem % durch die Z oder durch die ? mittelst jener quadra- 
tischen Ausdrücke dargestellt ist. 


85. 
Für die Arbeit W der electrischen Kräfte bei einer unendlich 
kleinen Verrückung der Leiter ist nach den früheren Betrachtungen : 
— Wa0R, wo E,E,... constant, 
1 
Er, A) (EP, 7 E,P, + ...), 
also: 
1 . 
-—. [2,?85,, +24,206,+:-: 
oder auch: 
1 
-+[282 +5,89, +--.). 


Der letzte Ausdruck ist geeignet, um W zu berechnen aus der. 
zweiten Darstellung von 2, also durch die Grössen a, @2... In 
ihm sind dP,, 6P,... zu berochnen aus den Gleichungen zwischen 
den Z und ? und den Gleichungen 


06E,=0, 62,0, HE, —=0.. 
Die letzteren lauten dann: 
a,öP, +a28P +. = — (Pla, + Pday+---) 
a,8P, + a2d5P +. = — (Pda, + Pday +.) 
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Aus ihnen folgt: 
Wu | P?da, +2P,Pda,-+-- 
+ Prda,+ -- 
d. h. W602, (P, == const., P, = const....), 
während der ursprüngliche Ausdruck war: 
Woa—0R. (E, == const., E, == const....). « 


Dieses merkwürdige Resultat will ich noch durch eine andere Be- 
trachtung ableiten. 

Den Leitern 1, 2... entsprechend denken wir uns eine gleiche 
Zabl von Hülfsleitern, deren jeder mit je einem der ursprünglich 
gegebenen durch einen unendlich dünnen Draht verbunden ist. Die 
Hülfsleiter sollen von einander und von den ursprünglich gegebenen 
unendlich weit entfernt sein und unendlich grosse Capacitäten c, , €, -. - 
haben. Jetzt verrücken wir die gegebenen Leiter, wie wir sie früher, 
als sie isolirt waren, verrückten. Die Potentialwerthe ?,, ?,... 
bleiben dabei unverändert, aber sie saugen die Electricitätsmengen 
öE,, dE,... ein; dadurch wächst die Energie der gegebenen Leiter, 
da diese anfänglich den Werth hatte: 


2=4(PE, +PRBb+: +); 
um 
2(P,8E,+P8R,+--.). 
Die Energie des ersten Hülfsleiters ist, wenn Z, seine Electri- 
citätsmenge, 
- PE; 


dabei ist 
6E— — 6E, . 


Daher ist der Zuwachs seiner Energie: 
1 ‚ 
Hier ist &?, nicht zu vernachlässigen, weil Z,’ unendlich gross; 


in der That ist Z'==c, P,, wo c, unendlich gross sein sollte. Hier- 


aus folgt: 
E/6P, = PöE/—= — PÖR,. 


Also ist jener Energiezuwachs 
= — PIE, 


und der für alle Hülfsleiter 
= — (P,8E, + P,ÖE, +) 
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daher der Energiezuwachs des ganzen, aus den gegebenen Leitern 
und den Hülfsleitern bestehenden Systems 


-—;(PdE + PRdE,+--.) 
u — 62 (P, = const,, P, = const. ...). 


So gross musste die Arbeit der äusseren Kräfte sein, die auf die 
Bewegung der gegebenen Leiter verwendet wurde. Diese Arbeit 


ist aber . 
2 


also ist: 
W=0R(P,,P, P3... constant), 


wie oben auf anderem Wege gefunden wurde. 


8 6. 

Wir wollen die Werthe von a,,, 4,, @,, ... für den Fall zweier 
Kugeln von den Radien a und db, deren Mittelpunkte den Abstand c 
haben, zusammenstellen. Wir haben p. 66 eine Grösse g eingeführt, 
die positiv und < 1 ist, und der Gleichung: 

1 ea — at — b! 
+ FD "1 RE 
genügt; ferner ebendort eine Grösse &, bestimmt durch: - 
Baer, 
c 

Wir führen noch ein: 

n 


Der Potentialwerth 2, auf der Kugel mit dem Radius a ist gleich 

A, P, auf der anderen Kugel gleich 3. Die Electricitätsmenge 
auf der ersten Kugel ist nach p. 75 Z, = af(0), die auf der zweiten 
Kugel Z, = 5g(0); wo die Functionen f(x) und g(y) die p. 65 an- 
gegebene Bedeutung haben. Also ist: 

af()—= Aau+ Ba, 

bg(0)= Any + Bay. 
Hierin benützen wir den p. 74 berechneten Ausdruck von /(z). Wir 
haben dann: 


[el-Yat tt): 


ferner, da aus: 


ER b+ag! 
re 
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folgt: | 
1—-$ abi—d 
Ei 7x gg > 
€ 
tl - 1 ut tat ) 
endlich, durch passende Vertauschung der Zeichen: 
lt Matınatizaet )] . 
Bei einer unendlich kleinen Verrückung in Richtung der Cen- 
tralen ist die von den electrischen Kräften geleitete Arbeit: 


\ 
W=4lp:d op, pP, ie 4 p} Se) de, 


a 


also beträgt die Abstossungskraft beider er. 
[29 oa L2ABEr + Br m 
Ist Gm e 
so folgt aus den eben benutzten Gleichungen: 
nt =g und = m 
Daher ist dann: 
6 
zei Nat ttrrt 
2 L q? q* 
- al Natristiint ne - 


Die in den obigen Ausdrücken von @,,, 4, @,, vorkommenden 
Reihen sind alle von der Form der Reihe: 


Rt aetratnent 


wo g, ©, ß < 1 sind. Diese Reihe lässt sich umformen in eine, 
die viel schneller convergirt. Wir können offenbar setzen: 


Beth +48 +4P + 
EB 


i+g 


ag’ Ti1-aq 1— ag"! 
also: 
1 

R = L—a + aße'R, 

oder en 
1—a 

R= 1- a) (a—ß) + aßg'R, , 

wo 


B’ g' 
R, = - at t+ er ge 
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d. h. wo A, aus AR dadurch entsteht, dass man für « und ß resp. 
setzt «q* und fg‘. Man hat daher auch: 
u _ Azul 12 
bkreor Tor ter ro u 
ferner: Fer 
ab eopl n 20 
R, = (1 — ag?) (1 — Bg‘) +.aßg R;,.-- 
und also: 


Aa 1—aßgq? 2,e__Izußd" |... 
Bett et" 


n An „An? BER. ar... a ... 
ent (1—eg‘")(1- Bq*”) = 
Man sieht hierbei, dass 3 ungeändert bleibt, wenn man « und ß 
vertauscht. 
Es sei 
ab; 
die in a,, == a,, vorkommenden Reihen erhält man dann aus AR da- 


durch, dass man 
a un B um 0? 
setzt. So kommt: 
1 1 BR 10 
tn a(l - Al 4+r; 3640 ++) 
Durch 
am g", = 4 
erhält man ferner: 
, 1—-9° 1 — gq!! 
ee) (7 di-nu-g;t rer (1-99) 
1— q* 


Hrmmemt! 


8. 

In dem Falle, dass die Kugeln sich berühren, also «ab = c 
ist, gelten unsere Entwickelungen nicht. Sind Z, und Z, die Electri- 
citätsmengen der Kugeln, während das gemeiusame Potential gleich 4 
ist, so ist nach p. 75 und p. 73 


E. = /)-4, (vo u(-4 9): 


ab b 
4a) 
Gauss*) hat eine Tafel für Y(z) von z= 0 bis z = I veröffent- 
licht; aus ihr und 


——— — 


*) Gauss, Werke 3, p. 161 f., 1866. 


Ebenso: 
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VE+N-re)t+ 
findet man %(z) für jeden Werth von z. 


Wir wollen hier noch den Fall ins Auge fassen, dass b unend- 
lich klein ist. Da nach der letzten Gleichung: 


(2) ra) 


so lässt die Gleichung für Z, sich schreiben: 


E, = A £ + (v (0) -+))]: 


man sieht hieraus, dass, wenn b verschwindet, 

Eu = 04 
wird, so gross, als wenn die unendlich kleine Kugel nicht vorhanden 
wäre; wie es sein muss. Was den Werth von %, anbelangt, so 
können wir schreiben nach der Taylor’schen Entwicklung: 


v(0) — v Ba 2 (ey s=0! 


az de 
"a: 20 I 


es ist aber: 
dy(e) 1 
d3 = Try tergt'" 


also: F 
»(2) ae Er 
4 ertitst- 
Um den Werth dieser Reihe zu finden, bedenken wir, dass: 


A x’ ad 
FE ir ee 


-:(1-Z)(1- a) = 
Die Vergleichung der Coefficienten von x? ergiebt: 


a! l | 
gi 7, 2 
so dass: ' 


Bo 4rn. 


Wir wollen die Dichtigkeit k einführen, die die Blectricität auf 
der grossen Kugel in einer Entfernung von der kleinen Kugel, die 


unendlich gross gegen 5 ist, hat, und die sie fiberall auf derselben 
haben würde, wenn die kleine Kugel fehlte; dieses A ist 
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Man findet dann: 
Behttza, 


und die mittlere Dichtigkeit der kleinen Kugel 
2° 
== z: 
E 

Es ist also z unabhängig von a. Man nimmt an, dass diese 
Gleichung für Z, auch gilt, wenn man die kleine Kugel mit einem 
beliebig gestalteten Leiter in Berührung bringt, der in dem berührten 
Punkte die Dichtigkeit % besass. Hierauf beruht die Anwendung der 


sogenannten Prüfungskugel. 
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g 1. 

Zwei Leiter, die von einander isolirt sind und zu verschiedenen 
Potentialwerthen electrisirt werden können, bilden den Haupttheil 
von vielen wichtigen electrischen Apparaten; gewisse Electrometer 
gehören hierher, ferner die Condensatoren oder Ansammlungsapparate, 
wie Leidener Flaschen und Batterien sie bilden. Bisweilen sind die 
beiden Leiter gegen einander beweglich, wie bei einem Electrometer 
oder einem Condensator, bisweilen nicht, wie bei einer Leidener 
Flasche. Immer ist, wenn wir die frühere Bezeichnung beibehalten: 

Ew=a,P, + anPı 

E,=0,P, + au P» 
und eine Theorie dieser Instrumente muss vor Allem die drei Coeffi- 
cienten 4,,, @,2, @,, für die Lagen, welche die Leiter annehmen können, 
zu bestimmen suchen. Das ist mit Genauigkeit für eine andere Form 
der Leiter, als die Kugelform, nicht möglich, aber näherungsweise 
lässt es sich in gewissen Fällen leicht machen. 

Ein Condensator der einfachsten Form besteht aus zwei gleichen, 
kreisförmigen Metallplatten, die sehr nahe an einander so aufgestellt 
sind, dass sie eine gemeinsame Achse haben. Die Gleichungen der 
inneren Oberflächen seien: 


+ 2 f 
also / die kleine Entfernung der Platten. Hier sei 
pP, oder = P,. 
In dem engen Raume zwischen den Platten wird @ nicht merklich 
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von y und z abhängen, die Kraftlinien werden also der x- Achse 
parallel sein; aus Ap = 0 folgt dann: 


gaati— tl, Aöz, 


Nur in unmittelbarer Nähe des Randes wird das nicht gelten. Aus 
“ der Gleichung: 


ep ı 09 
—4aı- on, u: en, 
folgt für die erste Platte: 
Rem — ı PR-P 
ar I ? 
für die zweite: 
jo +1 RP: 
42 1 


Ist s die Grösse einer der Grundflächen einer Platte, so ist also: 
e. P, =» 


ei er: l ı 


wenn die Electricitäten auf den äusseren Flächen und den Rändern 
zu vernachlässigen sind; so dass: 


8 
am ml 


Dieselbe Betrachtung gilt auch, wenn die leitenden Platten gekrümmt 
sind, wie die Belegungen einer Leidener Klasche. Ist hierbei die 
erste Belegung, eiwa die äussere, zur Erde sbgeleitet, also P, = 0, 
80 ist 

B,=--P,. 


ml 


Den Factor er nennt man die Capacität der Flasche. 


82. 

Bevor wir zu einer vollständigeren Behandlung des Condensator- 
problems übergehen, will ich eine allgemeinere Betrachtung voraus- 
schicken über das Potential von Electricität, die auf einem System 
von Leitern verbreitet ist, deren Oberflächen Rotationsflächen sind, 
die dieselbe Rotationsachse haben, 

Es sei @ dieses Potential in Bezug auf einen Punkt, der um g 
von dieser Achse absteht, während seine Ordinate parallel derselben 
y ist; dann hängt @ nur von e und y ab. Sind also y‚,z, x die 
rechtwinkligen Coordinaten, so ist, da: 


e-VPFR 


09 _ „19%. 
FE Der IE, 
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9 _10e , = 2 (129 
Fr Kaeı o oe +2,65 
Cal. 


AT LIE N 
ö e Oo e öe\e 0 
Zu & 6 20 0/10 
9 ® 07 2 (109 
dat TaR ed re C F) 
199 1,06 
e 08 + e* 
Die Gleichung m. = (0 2 also: 
1 09 
+5 2 + oe de zu 0, 
oder: | 
Hieraus folgt, dass es eine ua . von y und E giebt, für die: 
” do 0% 09 


Te 
woraus, beiläufig us u. 
5 10 
teen 
Y ist bis auf eine 2 ER, bestimmt, wenn @ bestimmt ist; 
dabei ist: a ehe 
dy dv 17 de > 
d.h. Y == coust. ist die Gleichung der Kraftlinien, die natürlich in 
allen Meridianebenen dieselben sind. 
Nun sei d/ ein Element einer Meridianourve einer der Leiter- 
oberflächen, » die entsprechende, nach aussen gerichtete Normale der- 
selben; dann ist: 


Ip 0» 
7 —=d also Fr 


Die Gleichungen: 


ent Rene 


m _ = cos (le) +3 cos (ng), 


die man auch sonst ii werden es 
09 ir 


FI cos m) 
ne RP cos (ie). 
Da nun: 
do _ 2» 
P dy de’ 


so folgt hieraus: 
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0 3% cos (ny) = 3% eos (Ie). 
Nun ist: 

cos (ny) = + eos (Ip); 
man wähle die Richtung / so, dass (/e) und (ny) gleichzeitig spitz 
oder stumpf sind, dann ist: 
| co8 (ny) == cos (le), . 
also: P 
0 Sn 
ET el 

Ist % die Dichtigkeit der Electricität in dem betrachteten Punkte der 
Leiteroberfläche , so ist: 


09 

Fr zu — 4xh, 
also : | 

A SEEN Axho. 


ol 
Diese Gleichung multiplieire man mit d/ und integrire nach / von 
dem kleineren Werthe 7’ bis zu dem grösseren 2”; sind %’ und %” 
die diesen Werthen von / entsprechenden Werthe von %, so ist die 
linke Seite y”— 9’; bei der Bildang der rechten beachte man, dass 


2rxodi 


die Fläche des Ringes ist, der dem Element d/ der Meridiancurve 

entspricht; daraus folgt, dass die rechte Seite = — 2e ist, wenn e 

die Electricitätsmenge ist, die auf dem durch die Kreise / == 7’ und 
I = I” begrenzten Ringe sitzt; es ist also: 
2emyV’ — y". 

Hiernach reicht es zur Bestimmung der Anordnung der Electri- 


cität auf der Leiteroberfläche hin, % für alle Punkte dieser zu 
ermitteln. 


83. 

Nun seien die Leiter die beiden horizontal gestellten Platten. 
eines Condensators; ihre Dicken mögen gegen ihre Entfernung ver- 
nachlässigt werden; y=-+ a und y=— a seien die Gleichungen 
ihrer Ebenen; für ihre Ränder sei g = R. a soll als unendlich klein 
gegen R angenommen und 9 bis auf unendlich kleine Grössen be- 
stimmt werden. Wir untersuchen zuerst den Fall, dass in der oberen 
Platte y == a das Potential g == + 1, in der unteren Platte y= — a 
== — 1 ist. Dabei werden wir drei Theile des ganzen zu be- 
trachtenden Raumes unterscheiden und in diesen das Potential durch 
verschiedene Ausdrücke darstellen; in den Grenzflächen der Räume 
müssen diese Ausdrücke und ihre Differentialquotienten gleiche Werthe 
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haben, da @ mit seinen Differentialquotienten überall (ausser an den 
Platten) stetig ist. 

Der erste Theil sei ein ringförmiger Raum, dessen Oberfläche aus 
Punkten besteht, deren Abstände von den Rändern der Platten un- 


Fig. ©. 
Yy 


endlich klein gegen ihren Radius 2, aber unendlich gross gegen ihre 
Entfernung 2a sind; der zweite das, was von dem übrigen Raume 
zwischen den beiden Platten, der dritte das, was ausserhalb der 
Platten liegt. | 

Zuerst suchen wir den Ausdruck von ® für den Theil 3, d.h. 
für alle Punkte des äusseren Raumes, die in Entfernungen von den 
Rändern der Platte liegen, die gegen a unendlich gross sind. Zu 
diesem Zwecke stellen wir die folgende Betrachtung an. 

Wir denken uns eine durch eine geschlossene Linie begrenzte 
Fläche; ds sei ein Element derselben, r die Entfernung dieses Ele- 
ments von einem beliebigen Punkte (x, y, z); n eine der beiden Nor- 
malen von ds, die sich stetig mit ds ändert. 

Wir fassen in’s Auge: 


er 
Vayds N 
n 
es ist dann 1V/ = (0, da 
12-0 
und also auch 
1 
0 - 
23 — 0; 
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ferner ist in der Unendlichkeit 97 = 0, und F mit seinen Differen- 
tialquotienten ist stetig, ausser etwa an der Fläche s. PY hat alle 
Eigenschaften eines Potentials von Massen, die in oder unendlich 
nahe an der Fläche s liegen; es ist V das Potential einer sogenannten 
Doppelschicht auf s, einer Massenvertheilung nämlich, die wir er- 
halten, wenn wir eine positive Masse mit gleichmässiger Dichtigkeit 
auf der Fläche s uns verbreitet denken, und eine ebensogrosse nega- 
tive Masse auf jedem entsprechenden Stücke einer unendlich nahen 
Parallelfläche*). 

Es hat dieses Y eine geometrische Eigenschaft, die wir be- 
nutzen wollen. Es ist: 


Inn Feen Fi 
wenn (nr) der Winkel ist, den n bildet mit der von ds nach (z,y, z) 
gezogenen Linie. Es ist daher 


die scheinbare Grösse des Elementes ds, von (z, y, z) aus gesehen **), 
positiv oder negativ genommen, je nachdem cos (nr) positiv oder 
negativ ist; und, falls cos(nr) nicht sein Vorzeichen wechselt, ist 
Y die scheinbare Grösse der Fläche s, von (z,y,2z) aus gesehen, 
mit dem entsprechenden Vorzeichen genommen. Ist s eine ebene 
Fläche, so ist daher unendlich nahe an ihr Y = 2x auf der Seite, 
nach der n gerichtet ist, V = — 2 auf der anderen. 

Für die Fläche s nehmen wir nun die Projection der einen oder 
der anderen Platte auf die xz-Ebene, nehmen n parallel der posi- 
tiven y-Achse an, und setzen für den Raum 3: 


*) Sind nämlich hds und h’ds’ = — hds die auf zwei entsprechenden 
Elementen der beiden Parallelflächen befindlichen Electricitätsmengen, e ihr 
Abstand, n die von ds’ nach ds gezogene Normale, so ist das von ihnen her- 
rührende Potential: 


( 3 1 ) 2 1 
h’ds’ 1 r r 
— thäs en hr. de. 
In dem obigen Ausdruck ist ha= 1 gesetzt. D. H. 

*) D.h. die Grösse des Flächenelements, welches der von (z,y, 2) nach 
der Grenzlinie von ds gezogene Kegel aus der um (x, y, s) mit dem Radius 1 
beschriebenen Kugel ausschneidet, Dies ergiebt sich aus dem Satze, dass ein 
Querschnitt des Kegels umgekehrt proportional ist dem cos seiner Neigung 


gegen den normalen Querschnitt, und direct proportional dem Quadrate seiner 
Entfernung von der Spitze D.H. 
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1 
ıfj °r 
ya) ds in" 


Den sämmtlichen Bedingungen, denen in dem Raume 3 zu genügen 
hat, wird dadurch genügt. 


84. 


Sehen wir nun zunächst zu, welchen Werth dieser Ausdruck an 
der ringförmigen Fläche hat, die zur Grenze des Raumes 1 gehört. 
Hier ist 2#x% der Ausschnitt aus der mit dem Radius 1 um (=,y,z) 
als Mittelpunkt beschriebenen Kugelfläche, welcher gebildet wird von 
zwei durch (x, y, z) gelegten Ebenen, von denen die eine durch das 


Fig. 7. 


nächste Element der Kreislinie geht, die s begrenzt, die andere der 
Fläche s parallel gerichtet ist, positiv genommen auf der Seite der 
positiven y, negativ auf der anderen. Es ist daher, wenn ® den 
Winkel (zwischen + x und — x) jener beiden Ebenen bezeichnet: 


2p m29; 9o—! 


(da die ganze Kugelfläche gleich 4x), oder, wenn man dem Zeichen x 
die neue Bedeutung 
z=R—o 
giebt: | 
p— . arctg () (zwischen + 1 und — ]). 


Setzen wir: 


vl, 


r 


so haben wir allgemein für den Raum 3: 


ı au 
u 7317, 


da R eine Function von y — n ist, also 
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Den Differentialgleichungen p. 92, durch die % bestimnit ist, genügt 
man hiernach, und mit Rücksicht auf 4U= 0, durch: 


1 U 
vo 0 2 -+- const. 


Um % für die leitenden Flächen zu finden, braucht man U nur für 
diese, d.h. für y=0, e < R zu berechnen. Man hat dann, wenn 
r und « die ebenen Polarcoordinaten des Flächenelementes ds in 
Bezug auf den variabeln Punkt bedeuten: 


Fig. 8. 


In 
U am frar* —/ Jaraı frau 


wo r nun die positive Wurzel der Gleichung ist: 


Rt r? +0? — 2rocosu, 


d. h. 
rm 0 cosu-+ YR:— 0? sin?u. 
Setzt man: 
« 
K3 | 
k$; E-/VIZRreintu du, 
ö 


so wird hiernach: 
UmARE. 


« 
® 
..__ du 
xy 


so findet man unmittelbar: 


Setzt man noch: 


und daher 
v=ZR(E— KR) + const. 


Ist x sehr klein, so ist es auch 1 — %k; es wird nahezu: 
Kirchhoff, Eleotrloität. 7 
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1 8: 8% 


yo 2 — kg 2) + const. 


In dem zweiten der drei Theile des Raumes, die wir unter- 
schieden haben, erfüllt man alle Bedingungen, denen p zu genügen 
hat, durch 

9 m x . 
Hieraus folgt nach p. 92 


oe? 
U m Ir 4+- const. 
Ist x so klein, dass x gegen R verschwindet, so ist hiernach: 
vo I- 


SB. 

Es sind endlich die Ausdrücke von @ und % für den Raum 1 
zu bilden, den Raum, in dem x und y unendlich klein von der Ord- 
nung von a sind. Diese müssen den aufgestellten Differential- 
gleichungen genügen; an den Grenzen, die den Raum 1 von den 
Räumen 2 und 3 trennen, müssen sie übergehen in die für diese auf- 
gestellten Ausdrücke, und in den Oberflächen der Condensatorplatten 
muss @ resp. 4 1 und — 1 werden. 

Die Differentialgleichungen p. 92 vereinfachen sich hier in die 
folgenden: 


*) Man kann dies auf folgende Weise finden: Setzt man kt 1 — kt, :o 
lässt sich immer schreiben: 


#* 
gr Aal 


w 
ee ! sin! u + aa Dot 


Nehmen wir nun k, und «’ unendlich klein an, doch so, dass #’ gegen k, un- 
endlich gross ist, 80 er sich: 


cos ee 
IHRE: +1g® EL ki? 
-k;- a ar 


Vgl. Kirchhoff, Mechanik, p. 270. D. H. 
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Es ist sehr leicht, eine Lösung derselben zu finden. Es sei: 
vl -i, z=zcH+iy 

man bilde irgend eine Function von z und setze den reellen Theil 
derselben = @, den imaginären == ni ‚ so wird jenen Gleichungen 
genügt. Die Schwierigkeit, die wir zu überwinden haben, ist, die- 
jenige Lösung zu finden, die die genannten Nebenbedingungen er- 
füllt. Zu diesem Zwecke müssen wir etwas näher auf die Theorie 
der Functionen eines complexen Arguments eingehen *). 

Es sei Z= X -+iF eine Function von z= x + iy; dann ist: 


2 _d2 92,42 
0x ds’ dy 5° 


also: 
‚02 _ 22 
0x oy ’ 
u 0X ar _ 3X, .oY 
ati 
also: 
oX_ ar. »X ar 


ey’ Tre 

woraus auch: 

0X eY, aY 
Free 7 ee BE 7er Eee 

0X0X , 0oYoY 
dad Fey 
Aus diesen Gleichungen ist leicht zu zeigen, dass, wenn man X, F 
als die rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes in einer Ebene an- 
sieht in Bezug auf Achsen, die den Achsen der x, y parallel sind, 


entsprechende unendlich kleine Stücke der Z- und z-Ebene einander 
ähnlich sind. In der That hat man: 


0X oX 
oY or 
also: 
AIR + AP M (di? + Ay), 
OX\ , (OYı2 0X, joY\ 
ten 
Hieraus folgt die Richtigkeit unserer Behauptung, und, dass, wenn M 
positiv genommen wird, 


wo: 


M:1 


Re gen 


*) Vgl. Kirchhoff, Mechanik, p. 274. 
7° 
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das Verhältniss der linearen Dimensionen entsprechender unendlich 
kleiner Stücke ist. 
MM hat eine leicht in Worten ausdrückbare Bedeutung: es ist der 


Modul des Differentialquotienten a, der eine Function von z ist; 
denn es ist dieser Modul: 
VaR+ar!, 
. Vaxt+ ay° 
Setzen wir: 


EM (c08 8 + isin 8), 


so hat auch 8 eine wichtige Bedeutung: es ist der Winkel, um den 
ein unendlich kleines Gebiet von Z gedreht ist gegen das entsprechende 
Gebiet von z, in einem gewissen Sinne, den wir den posifiven nennen 
wollen; das soll derjenige sein, in dem eine Drehung von 90° die 
x-Achse in die Lage der y-Achse bringt. Wir haben nämlich 
dZ2=dX+idY=M(coe9-+isind)(dr + idy), 
also: 
dX=M (cos ®dx — sin Idy) 
dY = M(sinddz + cos ddy). 
Setzt man nun: 
dz=0C0s@, dy=osino®, 
so wird also: 
dX= Meocos(a +8), dA/=Mesin(o +8); 


und hierdurch ist unsere Behauptung erwiesen. 


8 6. 

Wir erinnern uns nun an das auf den Condensator bezügliche 
Problem, das uns zu der Betrachtung der Functionen eines complexen 
Argunıents geführt hat. Es handelte sich hier darum, eine Fanction 
von z+iy=z zu finden, die wir w nennen wollen und nach p. 99 


v-9+i% 
setzen, so dass für 
y=+ta und r>0 g=-t1 
y=-a ud zs>0 9=-—.|. 


Betrachten wir @ und 5 als die rechtwinkligen Coordinaten eines 


Punktes in einer Ebene, die wir die w-Ebene nennen wollen, in 
Bezug auf Achsen, dıe mit den x- und y-Achsen der z-Ebene parallel 
sind, so kommt diese Aufgabe, nach der Einsicht, die wir nun 
gewonnen haben, darauf zurück, die z-Ebene, die als begrenzt an- 
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zusehen ist durch die Linien y=+a, z>0Oundy=-—u,2>(0, 
„conform‘“ abzubilden auf den unendlichen Streifen der w- Ebene, 
der begrenzt ist durch die Lieng=+t1lundpg=— 1, so dass 
die zuerst genannten Linien einander entsprechen und ebenso die 
zuletzt genannten. 

Diese Aufgabe nun lässt sich lösen mit Hülfe einer zuerst von 
Schwarz*) auseinandergesetzten Methode, die allgemein die conforme 
Abbildung einer geradlinig begrenzten Figur auf eine andere gerad- 
linig begrenzte Figur zu bewirken erlaubt. Ich will diese Methode 
auf einem anderen als dem von Schwarz angegebenen Wege aus- 
einandersetzen. 

Es sei # eine neue complexe Variable und man setze: 


7 =((, — 9 (a, — Mar... (Nr, 


wo C eine im Allgemeinen complexe Constante, a <m,<..., 
@,,@&,... reelle Constanten, und @,,«,,.... rational sein sollen. Dann 


ist = im Allgemeinen eine vieldeutige Function, wenn die « nicht 


etwa ganze Zahlen sind; wir wollen das Gebiet von # so beschränken, 
dass sie einwerthig wird, sobald man sie stetig nimmt und für 
Einen Punkt (d.h. für Einen Werth von :) ihren Wertl festsetzt. 
Dies geschieht, wenn wir das Gebiet von ? begrenzen durch die Achse, 
auf der £ reell ist, und durch einen um den Punkt = 0 mit einem 
unendlich grossen Radius auf der positiv imaginären Seite der ? be- 
schriebenen Halbkreis, dabei aber noch die Punkte t== a,, Im a,... 
ausschliessen durch Halbkreise, die diese Punkte zu Mittelpunkten 


Fig. 9. 


und den unendlich kleinen Radius s haben. Das Gebiet von i ist 
dann einfach zusammenhängend, und in ihm ist kein Punkt, in dem 


2 unstetig ist oder zwei im Allgemeinen verschiedene Werthe des- 


*) Schwarz, Borchardt's Journal, 70,’p. 105, 121; 1869. 
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selben einander gleich sind; setzt man noch fest, dass für / reell und 
= — co alle (a— )-* reell und positiv sind, so ist = eindeutig 
für jeden Punkt des Gebietes bestimmt; nicht minder ist das Integral 


dz 
Frl 


eindeutig bestimmt für dasselbe Gebiet, wenn sein Werth noch für 
Einen Punkt beliebig angenommen wird. 


8 7. 


Wir wollen untersuchen, welches die Grenzen des Gebietes von z 
sind, das dem angenommenen Gebiete von ? entspricht; wir werden 
sehen, dass sie, so weit sie endlich sind, gerade Linien bilden. Sie 
entsprechen den Grenzen des Gebietes von £. Wir müssen also in 
Gedanken den Punkt ? seine Grenzen durchwandern lassen und wir 
wollen zusehen, wie dabei 


SG M (cos #+ iin ©) 

sich ändert; wir wissen, dass M das Verhältniss der linearen Dimen- 
sionen des z- und /-Gebietes, & der Winkel ist, um den jenes gegen 
dieses im positiven Sinne gedreht ist, Dieser Winkel ist es, der uns 
hier interessirt. Wir setzen: 


C==m(cosy% t+isiny) 
(a; — ts = N, (cos ©, + i sin o,), 


dgey+ta tat ‘tm. 


Ist i reell und a — ! > 0, so ist nach den gemachten Fest- 
setzungen @, == 0; ist a, — 1 < 0, so ist @, von O verschieden, es 
ist cos ©, + i sin @, eine gewisse Wurzel von — 1; wächst s weiter, 
so bleibt dabei @, constant, da (a, — !)-*s sich stetig ändern soll; 
daraus folgt, dass ® sich nicht ändert, wenn # das Intervall zwischen 
a, und 4,4, durchläuft, und weiter, dass den n + 1 geraden Theilen 
der Begrenzung des #-Gebietes n + 1 gerade Linien der Begrenzung 
des z-Gebietes entsprechen. 

Suchen wir nun die Linie, die dem um == a, beschriebenen 
Halbkreise entspricht. Setzen wir für einen Punkt desselben 


a4 — tum E (COBU— isin u). 


dann ist: 


Für 


a —t=+e ist dann u 0) 
für j 


u -t=—e is un T; 
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wir mussten — isin u setzen, da der imaginäre Theil von # gleich 
imal einer positiven Grösse sein sollte. Hieraus folgt: 
(a — {ra = 8% (cos 0,4 + isin a,u). 
Da nun a, — f unendlich klein ist, so hat man, wenn man nur das 
Glied höchster Grössenordnung berücksichtigt, was hier ausreicht: 
da 


Fr; = A, (a, — er, 


wo A, eine endliche Constante; also durch Integration, wenn «a, von 
1 verschieden: 


En PEREEE... 
1—oa, 


(ar — f)i-ak \ 
oder: 


EAIHEN, TERRR As 


l— 


= ea, (cos (1—o,)uw—isin(l —«,) u), 


wo u von 0 bis x varürt. Die Integrationsconstante 2 ist endlich; 
denn obwohl z unendlich werden kann, so kann es das nur von einer 
Grössenordnung, die bestimmt ist durch die von &; wäre 2 unendlich, 
so wäre z unendlich von der Ordnung von 2, sobald die Grösse 
rechts von niederer Ordnung genommen würde. Die dem Halbkreis 
entsprechende Linie im z-Gebiet ist daher ein Kreisbogen, um zB 
als Mittelpunkt mit einem Radius beschrieben, Jder gleich ist dem 


Modul von 
Ar 


1—a, 


l-a 


also unendlich klein oder unendlich gross, je nachdem a, < 1 oder 
> 1. Der dem Kreisbogen entsprechende Winkel ist absolut ge- 
nommen (1 — «,)x, wenn 1 — «a; positiv, und («,— ])x, wenn 
@, — 1 positiv”), Ist, = 1, so hat man 

dg A, 
dt ,—t! 

z—B=- Alk —-)= 

= — A, (ig Eee — iu), 
woraus hervorgeht, dass die Linie gerade ist und im Unendlichen 
liegt. Ist z’ der Anfangspunkt, z” der Endpunkt derselben bei posi- 
tivem Umlauf, so ist 


’ . . ds 
z — zz eih4rein 7, (On —)]-.- 


Was endlich den unendlichen Halbkreis in der Grenze des 
i-Gebietes anbetrifft, so ist für ihn 


*) Durch den Winkel des Kreisbogens sind zugleich auch die Richtungen 
der beiden angrenzenden geradlinigen Strecken bestimmt, da diese auf den 
Enden des Bogens senkrecht stehen. D. H, 
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ds RENEHESSSREHREN 
m 6-0 A-m...- 0, 


16; 


1l—-4- Ua... 


Hierdurch ist ein Kreisbogen dargestellt, dessen Mittelpunkt z = 3 
und dessen Radius unendlich gross oder unendlich klein ist, je nach- 
dem , +@,+-'-+a,<1 oder >1.*, Durchläuft der Punkt : 
einen seiner Halbkreise mit gleichbleibender Geschwindigkeit, so 
durchläuft der Punkt z die entsprechende Linie auch mit gleich- 
bleibender Geschwindigkeit. 

Danach ist das z-Gebiet begrenzt durch n + 1 gerade Linien 
und » +4 1 Kreisbögen von unendlich kleinem oder unendlich grossem 
Radius (inbegriffen im Unendlichen liegende gerade Linien). Ein 


solches Gebiet lässt sich durch passende Wahl der Constanten in “ 


auf unser #-Gebiet abbilden. Ist das z-Gebiet gegeben, so ist zu- 
nächst n bekannt. Den Punkten oder vielmehr den Halbkreisen 
{== 4, Gy, .. . Gy, 00 entsprechen die unendlich kleinen und unend- 
lich grossen Bögen, welche die geraden Begrenzungen des z- Gebietes 
trennen. Die Grössen a können zum Theil beliebig gewählt werden, 
die übrigen, sowie C bestimmen sich aus den Dimensionen des z-Ge- 
bietes, Für einen Bogen der Grenze des t-Gebietes kann man den 
entsprechenden der Grenze des z-Gebietes willkürlich wählen; wie 
die anderen zusammengehören, ist dann bestimmt; nämlich so, dass 
die entsprechenden in gleicher Reihenfolge getroffen werden bei gleich- 
sinnigen Umläufen um die beiden Gebiete; gleichsinnig sind Umläufe, 
bei denen das Gebiet zur Linken bleibt. «&, ist durch den Winkel 
bestimmt, der dem Bogen in der Grenze des z-Gebiets, auf den h 
sich bezieht, entspricht. Dieser Winkel ist, absolut genommen, nach 
der obigen Bemerkung 


z— Ba — = (— H)1-m-w...— an. 


u (1 — %) pı 7 
zu setzen, wenn der Radius des Bogens unendlich klein, 
= (4 — 1)a, 
wenn dieser Radius unendlich gross ist. 


8 8. 
Handelt es sich darum, ein geradlinig begrenztes Flächenstück 
— ich will es das z-Gebiet nennen — auf ein anderes geradlinig 
begrenztes Flächenstück, das das w-Gebiet heissen möge, conform 
abzubilden, so bilde man jedes von ihnen auf unser {-Gebiet ab; 


*) Der Winkel dieses Bogens ist (1 — a, —a,-"— «a,) # beziehungsweise 
(‚tn ++e I)» DH. 
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eliminirt man / aus den so gefundenen Relationen zwischen z und ! 
und zwischen w und {, so erhält man eine Relation zwischen z und 
w, welche die gewünschte Abbildung bewirkt. 

Von dieser Methode machen wir eine Anwendung, indem wir 
als das Gebiet von z= 2 -+- iy die ganze y- Ebene annehmen, die 
wir aber als begrenzt durch die Linien y=a, x >0 und y=—.g, 
x > O0 ansehen. Diese Begrenzung wird vervollständigt erstens durch 
einen um den Mittelpunkt z == 0 beschriebenen, gegen a unendlichen 
Kreisbogen, dem nur ein gegen a endliches Stück fehlt, um ein ganzer 


Kreis zu sein, und für dessen Endpunkte = einen unendlich grossen 


positiven Werth hat und y == -+ a ist, zweitens durch die Linie von 
der Länge 2a, welche die genannten Endpunkte direct verbindet. 


Als Gebiet vn v- 9 + iS nehmen wir den unendlichen Streifen, 


dessen Greuzen g= + lundp = — 1 sind. 

Was zunächst die Abbildung des z-Gebietes auf das #- Gebiet 
anbetrifft, so ist hier, da natürlich jede der beiden Grenzlinien als 
bestehend aus zwei zusammenfallenden anzusehen ist, n 4 1 == 4, 
also n == 3; wir setzen nach Willkür: 


= — 1, 5=0, 41 
und lassen den unendlich kleinen Halbkreisen um die Punkte: 
Ii=— |], 1=0, t=-+1 
entsprechen die Kreisbögen in den Punkten: 
oo zm—il, ze, z=-t ia. 
Dann haben wir für die a, unter Berücksichtigung der Radien 
r und der Winkel dieser 3 Kreisbögen : 
r=0 (-—-a)r=2ı 
r=o (,—-1lN)r=(0 
r=( (ll —a)r=2n 


also: 
a=—| 0,1 a, = — 1.*) 
Daraus folgt nach der Formel p. 101: 
| ds 1 
ee 


Zur Bestimmung von C dient die Bedingung, dass dem unend- 
lich kleinen um # == 0 beschriebenen Halbkreis die Linie entspricht, 


— [| m — 


*) Dabiernach , + a» + a, == — 1, so ist auch die Bedingung erfüllt, dass 
der dem unendlich grossen Halbkreis des t- Gebietes entsprechende Kreisbogen 
des z-Gebietes einen unendlich grossen Radius und den Winkel 2x hat. D.H. 


106 Achte Vorlesung. 


für die - einen unendlich grossen positiven constanten Werth hat, 


und deren Länge 24 ist. Diese Bedingung lautet nach der Bemerkung 
p. 103: 


zZ — !=2di=- ir [% (— 2|_,= — int, 
also: 


und: 


z= 2 (R — 218) + Const. 
Da für {= 1 z=ia sein soll, so folgt: 


Const. = iu — 2, 
% 
also: 
Fl 1-2g)+i, 
G % 
wobei Ig i für positive 4 reell zu nehmen ist. 


Was die Abbildung des w-Gebietes auf das 4#-Gebiet betrifft, so 
ist für sie n—1, a, = 1, und wenn a, = 0 gewählt wird: 


au € 
dt Lt? 
wo C bestimmt wird aus der Breite des Streifens: 
7 ' 6 . dw . 
us Zn 2=ir| )|_,= inc 
en 
J 


w m i-lgt+ Const. 


Die Constante ist hier so zu bestimmen, dass für die eine Coudensator- 
platte, d. h. für positive reelle # der reelle Theil von w, nämlich 
= 1, und für negative reelle Werthe vonzpg=— Il. Hier- 
nach ist: 


v-l+igt 


zu setzen, wo lg 4 für positive Werthe von : reell zu nehmen ist. 


89. 

Für jeden der früher definirten Räume haben wir nun einen 
Ausdruck des Potentials aufgestellt, und zwar genügen diese Aus- 
drücke auch den Bedingungen, dass sie nebst ihren Differentialquo- 
tienten an den Grenzen stetig in einander übergehen. 
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Für Raum 3 war nach p. 96: 


> 4 
| 1 FL 
y On ’ 


und speciell an der Grenze gegen 1: 
gm — n arc tg (4), (arc zwischen Er und + x). 


Im Raume 2 war nach p. 98: 


ae 


y— 
Im Raume 1 endlich ist: 
zer iy v-9+iz 
Zei 1-2g)+i; vol+:!lgt, 
also ist an der Grenze gegen 3: 


zu=00, t= Ya, 
w_1+ 218 Y23-1-tans(!)+Hi4 (FVE FR) 


(arc zwischen 0 und 2x). 
Daher: 


gg — = arc tg (X), (arc zwischen — x und + x). 


Endlich an der Grenze gegen 2: 
t=(0, und: gt=-—-2—- + i, 


also: 
i3 ; x 
01 -8-3-1-1- 464), 
daher: 
9. 


Betrachten wir nun die Electricitätsmenge auf jeder Platte. Um 
eine kleine Erleichterung der Rechnung herbeizuführen, schicken 
wir voraus, dass auf jeder Platte nur Eine Art von Electricität sich 
befindet, da ausserhalb der Leiter p kein Maximum oder Minimum 


haben kann und h= — ri nd ist. Auf der oberen Platte, in der 


= + 1 ist, befindet sich daher überall positive Electricität. 
Denken wir uns auf der Oberfläche dieser Platte zwei Kreise, deren 
Mittelpunkte auf der Achse des Condensators liegen, so ist die 
Electricitätsmenge auf dem Theile der Plattenoberfläche zwischen den 
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beiden Kreisen nach dem p. 93 abgeleiteten Satze gleich dem ab- 
soluten Werthe von 
iu 
2 N 


wo sich %’ und %” auf die beiden Kreise beziehen. Fassen wir zu- 
erst die Theile der Oberfläche der oberen Platte ins Auge, die in 
dem Raune 1 liegen; unterscheiden wir hier noch den Theil der 
oberen und den Theil der unteren Fläche, die in diesem Raume 
liegen. Für die Grenze beider, d. h. für den Rand, ist 


zaia, also tel, wall, Ya. 


Für einen Kreis auf der oberen Seite, dem ein x’ entsprechen möge, 
das unendlich gegen a ist, hat man nach den für den Raum 1 gel- 
tenden Gleichungen: 


4, 'n« R ce 
z=r-t ia, eV", v--lg”-, 
und für einen Kreis der unteren Seite, welchem x” entspricht, eben- 
falls unendlich gegen a: 


z=x'+tia, 2gti- —--—1, 


En! 
Die auf den beiden Seiten der Platte im Raum 1 befindlichen 
Electricitätsmengen sind also: 
R x“ R ne" 
ud (rt). 


In dem Raum 3 liegt ein Theil der Oberfläche der oberen Con- 
densatorplatte, der einen Kreis bildet, für dessen Mittelpunkt g = 0 
und für dessen Umfang eo = R— x’, wo x’ klein gegen R; für jenen 
ist nach p. 97: 

k=0; E=-K=-2; y = const., 


für diesen: 
. x R 8 
k == EB v— const. + 2(2 — 18°), 
also die Electricitätsmenge im Raum 3, die ja positiv sein muss: 


R (BR. . 

In dem Raum 2 liegt auch ein Theil der Oberfläche der oberen 

Platte, der ein Kreis ist; für den Mittelpunkt ist e=0, für die 

äussere Grenze g= R— x”, wo x” gegen R verschwindet. Dort 
haben wir nach p. 98: 


Y = const., 
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hier: 
Rx” 
a 


” 
Y» = const. + ne —_ 


mithin die Electricitätsmenge im Raume 2: 


Rt Rr 

1a 2a 
Durch Addition erhalten wir hieraus die Electrieitätsmenge der oberen 
Fläche: 

KR 2 (ig z = 
der unteren Fläche: 

Rt 'R 

it 

Mithin die ganze auf der oberen Platte befindliche Electricitätsmenge :*) 
e, _t (ig s — 1); \ 


Die RER OR der unteren Platte ist eben so gross und 
von entgegengesetziem Vorzeichen. 


8 10. 


Aehnlich zu behandeln, aber weit einfacher, ist der Fall, dass 
in den beiden Platten das Potential = + ] ist. Auch da hat man 
die durch 1, 2, 3 bezeichneten Räume zu 'unterscheiden. Für den 
dritten hat man .. 


et ” 
g=—  arc (are zwischen O0 und *), 


t 
77 
wo u die positive Wurzel der Gleichung: 
uR + - 0 1: 
u R?+u ; 
für den zweiten und ersten Raum ist 
o=1. 
Die Electrieitätsmenge beider Platten zusammen ist so gross, 
ale ob diese in eine vereinigt wären; jede einzelne hat daher die Ladung 
R 


C6=—, 
? n 


Hiernach ist es leicht, den Werth von @ für den Fall anzugeben, 
dass die Potentialwertbe in den beiden Platten irgend zwei beliebige, 
etwa A und 2, sind. Wir wollen g=9, setzen für den Fall, dass 


— 


*) Vgl. Helmholtz, Monatsber. d. Berl. Akad. April 1868. Kirchhoff, ibid. 
März 1877. 
**) Vgl. das Potential einer einzelnen Kreisscheibe, p. 36. 
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in den beiden Platten g = -+ 1, und 9 = 9, für den Fall, dass in 
den beiden Platten p — ” 1 ist; dann haben wir allgemein: 


3 A B 
X 7 
Benützen wir ferner die RES te, - e, für die Electricitäts- 
mengen der Platten in den beiden speciellen Fällen, so ist allgemein 
die Euseneen" em . Platte: 
B „4 EE2 B. 
2 


die der unteren Platte 
A-B A+B 
—e, n. e; n R 


[und die p. 90 eingeführten charakteristischen Constauten werden 
für unsern Condensator: 


4, n (&, + €) = 42, 


L 
nm — (ae). 


a 
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Strömung der Electricität. — Analogie mit der Wärmeleitung. — Electrische 
Leitungsfähigkeit. — Stromlinien. — Ohm’sches Gesetz. — Stationäre Strömung. 
— Electrische Differenz. — Leiter erster und zweiter Klasse. — Eindeutigkeit 
des Potentials. — Lineare Leiter. — Stromintensität. — Widerstand. — Electro- 
motorische Kraft, — Stromverzweigung. — Wheatstone’sche Brücke. 


8 1. 

Bis jetzt haben wir nur das Gleichgewicht der Electricität in’s 
Auge gefasst; betrachten wir jetzt die Vorgänge, die stattfinden, wenn 
die Bedingungen des Gleichgewichts nicht erfüllt sind. 

Beim Gleichgewicht der Electricität in einem Leiter muss das 
Potential $ in ihm constant sein; es fragt sich, was geschieht, wenn 
p variüirt. Es liegt nahe, das Gleichgewicht der BEleetricität mit dem 
der Wärme zu vergleichen. Das letztere findet stait, wenn die Tem- 
peratur überall dieselbe ist; der Temperatur hier entspricht das Po- 
tential dort. Ist die Temperatur # variabel, so fliesst in der Zeit 
einheit durch ein Element ds in der Richtung seiner Normale r 
eine Wärmemenge 


—ı“ = ds, 
wenn x die Zeitungsfähigkeit für Wärme bedeutet und der Körper 
isotrop ist. Vergleichen wir die Wärmemenge mit der Electricitäts- 
menge und machen die Hypothese, dass, wenn p varürt, in der Zeit- 
einheit durch ds in der Richtung von n eine Electricitätsmenge 
geht, die 

0 

—/ Fri ds 
ist, wenn A die a für Electricität und der Körper 
isokron ist, 

Hiernach ist die übertretende Electricitätsmenge = 0, wenn n 
parallel der Fläche @ == const. ist „ein Maximum, wenn » senkrecht 
zu dieser Fläche ist; man sagt, die Electricität sirömf senkrecht zu 
der Fläche 9 == const. 

Die Linien, in welchen die Strömung erfolgt, die Siromlinien, 
fallen also mit den Kruftlinien zusammen. 
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Diese Hypothese ist im Wesentlichen diejenige, die zuerst von _ 
Martin Simon Ohm aufgestellt ist und die diesen zu dem bezeichneten, 
nach ihm benannten Gesetze geführt hat. Nur hat Ohm dieselbe 
nicht präcise ausgesprochen; er kannte auch den Begriff des Potentials 
nicht, oder wenigstens er benutzte ihn nicht, und definirte die Grösse 
9 in anderer Weise, so dass seine Theorie der bewegten Electricität 
nicht vereinbar war mit der der im Gleichgewicht befindlichen. 

Die genannte Hypothese ist mit der Erfahrung im Einklang da, 
wo es sich um stationäre electrische Strömungen handelt, wo also an 
demselben Orte immer dasselbe vorgeht; darüber hinaus nicht. Wir 
wollen sie verfolgen, also zuerst nur die stationären electrischen Strö- 
mungen betrachten. 

Wir haben dabei Ueberlegungen anzustellen, die übereinstimmen 
mit solchen, die in der Theorie der geleiteten Wärme vorkommen. 
Es sei ds ein Element der Oberfläche eines beliebigen Theiles eines 
Leiters, n die nach innen gerichtete Normale von ds; die Electricitäts- 
menge, die in der Zeiteinheit in den Theil übergeht, ist daun: 


ur sr (dr4p. 
un 


Dieser Ausdruck muss verschwinden, wenn der Zustand ein sta- 
tionärer sein soll; es muss also überall sein: 
Ipg=(. 


Das ist dieselbe Differentialgleichung, der die Temperatur & bei sta- 
tionären Wärmeströmungen, und der ein Geschwindigkeitepotential 
einer incompressiblen Flüssigkeit genügt, es ist auch dieselbe, der 
ein electrisches Potential genügt in jedem Raume, der keine Electri- 
cität enthält. Hieraus können wir schliessen, dass in dem Leiter 
auch bei stationären Strömungen keine Electricität ist, dass also 
auch hier, wie beim Gleichgewicht, diese auf die Oberfläche be- 
schränkt ist. 

Ist ds ein Element der Grenzfläche zweier Leiter, auf die die 
Indices 1 und 2 sich beziehen, so dass n, und n, die nach dem In- 
nern von 1 und 2 gerichteten Normalen von ds sind, so ist wegen 
des stationären Zustandes: 


TR AETe Be on == (), 


4, on, 
Ist etwa 2 ein Nichtleiter, so ist A, = 0 und daher 
Im 0. 
ur 
(serade so ist es bei der Wärmeleitung: 
0. rm, 


* en, *% 2% 
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82. | 

Bei der Wärmeleitung kommt zu dieser Grenzbedingung die 
zweite: 

=. 

Die dieser entsprechende gilt bei der Leitung der Electricität 
nicht im Allgemeinen. Es ist das eine Thatsache, die schon bei 
electrostatischen Erscheinungen sich merklich macht, die ich aber 
bisher nicht erwähnt habe, und in Rücksicht auf welche ich einen 
ausgesprochenen Satz einschränken muss. Dass beim Gleichgewicht 
der Electricität das Potential constant ist, gilt nur, wenn der Leiter 
homogen ist; besteht er jedoch aus zwei chemisch verschiedenen 
Theilen, so ist @ in jedem Theile constant, hat in dem einen aber 
einen anderen Werth als in dem anderen. Die Differenz dieser Werthe 
hängt von der chemischen Beschaffenheit beider Leiter ab; man nennt . 
sie die electrische Differenz derselben; der Bedingung #, = 8, ent- 
spricht hier die folgende: 


94 —-9—(12), 

wenn (1, 2) die electrische Differenz der beiden Leiter bezeichnet. 
Dieser Gegensatz zwischen dem Verhalten der Wärme und dem der 
Electrieität bedingt eine Klasse von electrischen Erscheinungen, die 
bei der Wärme nicht ihre analogen haben. Denken wir uns ein 
System von verschiedenen leitenden Körpern irgend wie mit einander 
in Berührung gebracht, in einer nicht leitenden Umgebung, so ist 
ein Gleichgewicht der Wärme immer möglich, und zwar eines, bei 
dem die Temperatur überall denselben Werth hat; bei der Zlectricääit 
ist aber, wie wir sogleich sehen werden, nicht immer ein Gleich- 
gewicht möglich. Es seien die leitenden Körper 1, 2,...» und sie 
seien so mit einander in Berührung gebracht, dass jeder von ihnen 
zwei berührt, dass sie also eine in sich zurückkehrende Reihe bilden, 
einen zweifach zusammenhängenden Raum erfüllen. Soll Gleichgewicht 
bestehen, so müssen @,, 9,,... constant sein und 


9 -9=(1, 2) 
. 9, — 9, = (2, 3) 


a pr —=ln,)). 
Hieraus folgt: 


0-(1,2)+@3)+..+% l), 


eine Bedingung, der die electrischen Differenzen je zweier auf einander 


folgender Leiter genügen müssen, wenn Gleichgewicht möglich sein 
Kirchhoff, Electrioität 8 
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soll. Es giebt eine Klasse von Leitern, die dieser Bedingung ge- 
nügen, wie man sie auch mit einander combiniren möge; sie heissen 
Leiter erster Klasse, alle Metalle gehören zu ihnen. Sie haben die 
Eigenschaft, dass sich für sie Zahlen (1), (2)... finden lassen 
derart, dass: 
1,9-(1)-(), 9-8). 

Ordnet man die Leiter erster Klasse nach der Grösse dieser Zah- . 
len (1), (2),... so erhält man eine Reihe, die man die Span- 
nungsreihe genannt hat. Aber nicht alle Leiter gehören dieser an, 
nicht alle sind Leiter erster Klasse. Die es nicht sind, nennt man 
Leiter zweiter Klasse; Salzlösungen und verdünnte Säuren sind solche. 
Befinden sich Leiter zweiter Klasse in der in sich zurlickkehrenden 
Reihe, d.h. in der Schliessung, so ist jene Gleichgewichtsbedingung 
im Allgemeinen nicht erfüllt, ein Gleichgewicht daher nicht möglich. 
: Die Strömungen, die dann sich bilden, zu untersuchen, soll unsere 
Aufgabe sein. 


8 3. 


Wir fassen sogleich den allgemeinen Fall in's Auge, dass die 
leitenden Körper irgendwie mit einander in Berührung gebracht sind, 
setzen also nicht voraus, dass sie eine einfache in sich zurückkehrende 
Reihe bilden. 

Wir wollen beweisen, dass auch dann die aufgestellten Glei- 
chungen die Potentiale @,, 9,,... bis auf eine, allen gemeinschaft- 
liche, additive Constante bestimmen. 

Wir nehmen an, es gebe zwei verschiedene Lösungen dieser 
Gleichungen: 

9, 92... und 9,9... 
Wir setzen: 
A —- pm ppm: 
Die Grössen u genügen dann folgenden Bedingungen: 
Au =0 in Innern 


oe — () an der freien Oberfläche. 
| 


u—=0 
an der Berührungsfläche von 1 und 2. 
Wir betrachten den Ausdruck: 


2 Ya Ser (Ca) + = + &)), 
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bei dem die Integration über den ganzen Raum des angenommenen 
Körpers auszudehnen und die Summe in Bezug auf alle Körper zu 
nehmen ist; von diesem Ausdruck lässt sich zeigen, dass er den Be- 
dingungen zufolge, denen 9, und 9,’... genügen, verschwindet; da 
er aber eine Summe lauter positiver Glieder ist, so kann dieses nicht 
anders geschehen, als wenn die einzelnen Glieder verschwinden; d. h. 
innerhalb eines jeden Körpers müssen die Grössen 
02’ 0y?’ 08 

verschwinden; innerhalb eines jeden Körpers muss also u, .... con- 
stant sein. Hieraus in Verbindung mit den Gleichungen u, — u, = 0 
folgt, dass in dem ganzen System 


91-1 —p—: mm COnst. 


Dass der obige Ausdruck wirklich verschwinden muss, sieht man 
auf die folgende Weise ein. Nach dem Green’schen Satze ist: 
oUoV oUoV oU T oV 
Se EHE FH UF +var)=— fasu®H, 
or or or 
O2’ Oy’ 8 
Wir setzen U= V = u, und erhalten dadurch: 


Se) ++) fans 


also durch Summirung: 


2 — Dr, [as Du. 


Ueber die freien Theile der Oberfläche eines der Leiter ausgedehnt 
ist das Integral = 0. Der Theil von 2 ferner, der herrührt von 
der Berührungsfläche von 1 und 2, ist 


wenn U, im Raume « stetig sind. 


also auch = 0. 
Daher ist überhaupt 
20, 


wie zu beweisen war. 


x 


8 4. 

In Rücksicht auf das Experiment ist von besonderer Wichtigkeit 
der Fall, dass die betrachteten Leiter als unendlich dünn, als soge- 
nannte /ineare Leiter angesehen werden können. Die Drähte, durch 
welche man die electrischen Ströme leitet, genügen dieser Bedingung. 
Denken wir uns also einen unendlich dünnen Leiter. Für die freie 
Oberfläche desselben ist: 

g* 
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09 
Fri 


d. h. diese Oberfläche ist aus Kraftlinien, oder, was dasselbe ist, aus 
Stromlinien zusammengesetzt; immer schneiden diese die Flächen 
Y == const. senkrecht; daraus folgt, dass ‘die senkrechten Querschnitte 
des Leiters die Flächen gleichen Potentials sind. Es sei s die Länge 
des Leiters zwischen einem festen und einem variablen Querschnitt, 
so ist die durch den letzteren in der Richtung, in der s wächst, in 
der Zeiteinheit fliessende Electricitätsmenge 
or 
es’ 
wo g den Querschnitt des Leiters bedeutet. 

Es ist dieses die sogenannte /ntensitäl des electrischen Stromes; 
wir bezeichnen dieselbe durch i. Da der Zustand ein stationärer 
sein soll, so muss sein: 


= =(0; d.h. ‘= const. 

8 

Sind A und g constant, so folgt daraus durch Integration: 
9—=—iz, + const. | 

oder: 


9-9--i7. 
q 


Man nennt * 1 * , wenn s> s’, den Widerstand des Leiterstückes 


zwischen den durch s und s’ bestimmten Querschnitten; bezeichnen 
wir diesen durch w, so ist also: 
—p=iw. 
Stellen wir nun die Grenzbedingungen auf, die da, wo verschie- 
dene lineare Leiter zusammenstossen, zu erfüllen sind. 
Stossen die Leiter 1 und 2 zusammen, so ist für die Berüh- 
rungsstelle: 
9, —p.= (1,2), 
und, wenn i, und ;, die Stromintensitäten in ihnen sind, beide als 
positiv gerechnet, wenn positive Electricitätsmengen nach der Be- 
rührungsstelle hin oder von ihr fortgeführt werden: 
ti, =UV. 
Hier bei linearen Leitern kann auch der Fall eintreten, dass 
mehr als zwei Leiter in einem Punkt zusammentreffen; dann ist: 


nt t+n=0, 


9 - 9-2, m-m=l2,d, m—p=(3,1]). 
Die letzteren Gleichungen erfordern: 
1,24+8,)+@,D-0, 


und 
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welche Bedingung erfüllt wird, wenn 1, 2, 3 Leiter erster Klasse sind. 
Wir nehmen an, dass das der Fall ıst. Ist es nicht der Fall, so ist 
am Kreuzungspunkte innerhalb der einzelnen Leiter nicht stetig. 


85. 

Die aufgestellten Gleichungen erlauben bei jedem System, welches 
ganz aus linearen Leitern besteht, alle # zu berechnen, wenn die 
electrischen Differenzen aller in Berührung befindlichen Leiter und 
die w aller Leiter gegeben sind. Betrachten wir zuerst den einfach- 
sten Fall: den eines unverzweigten Systems. Hier haben wir zu- 
nächst, wenn die Stromintensitäten in der Richtung eines Umlaufs 
als positiv gerechnet werden: | 

ehe -i,=i, 
dann innerhalb der einzelnen Leiter: 

9 — 9 = wii, P, — pP = wl, a Pu - nn =wl, 
und an den Berührungsstellen je zweier Leiter: 

0, 9 = 2,N), -9=(,2), 9 —- mM= (l,n), 
also durch Addition aller dieser Gleichungen 

V=witwit. +w+(2,)+ß,2)+--+(h% 
oder: 
ee N, 

vFw4t:'.+w, w 

Der Zähler ist die Summe der electrischen Differenzen in der Lei- 
tung. Diese Summe nennt man die electromotorische Kraft E. Die 
Summe der einzelnen Widerstände heisst der Gesammtwiderstand W. 
Dies ist das sogenannte Ohm’sche Gesetz. Soll Z, also i nicht ver- 
schwinden, so muss wenigstens einer der Leiter ein Leiter zweiter 
Klasse sein. Gesetzt 1 sei ein solcher, also eine gewisse Flüssigkeit, 
die übrigen seien Metalle, dann ist: 


2,3)+8,9+.. + -1L,W)=(;,n), 


E=(1,2)+(2,n)+(n, 1), i 

d. h. Z ist nur abhängig von der Flüssigkeit 1 und den beiden in 
sie tauchenden Metallen 2 und rn. Man kann auch von der electro- 
motorischen Kraft einer „ungeschlossenen Kette‘ sprechen. 

Für verzweigte Leitungen findet man die ; der einzelnen Zweige 
leicht mit Hülfe des Satzes: 

it, +,=0 us. w. 

und eines Satzes, den wir nun ableiten wollen. Es mögen die Leiter 
1,2...n eine geschlossene Linie bilden; dann ist nach dem Vorigen: 


” . [2 . ” . 
9, — = uw, 9%, —- pp = U, Pu —— 9a = Unbn, 


also: 
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ferner: | 
9 — p = (2, 1), 9-— p, = (3, 2), 9 — m = (ln), 
also durch Addition: 
tat ae (HD) H +, DE, 
wenn EZ hier die electromotorische Kraft auf der betrachteten ge- 
schlossenen Linie ist. Dies gilt für jede geschlossene Figur, die man 
in dem ganzen Leitersystem auffinden kann. Fügt man dazu die 


Gleichungen für die Intensitäten in den Ecken, so erhält man lineare 
Gleichungen für die i, welche stets gerade zur Berechnung genügen. 


86. 
Wir wollen einige specielle Fälle betrachten. 
Eine Kette X (s. Fig. 10) sei durch die Drähte 1, 2, 3 geschlossen. 
Jene besteht nothwendig aus mehreren heterogenen Leitern; wir können 


Fig. 10. 
—- 


— 


sie als einen Leiter bezeichnen, dessen Widerstand gleich der Summe 
der Widerstände der einzelnen Leiter ist, und in dem eine gewisse 
electromotorische Kraft Z ihren Sitz hat. Sind ;,,:,, %;, is die Inten- 
sitäten in den betreffenden 'Theilen der ganzen Stromleitung, so ist: 


ehrt. 
Ferner: 
wi — wi, (0; wi, — Wi; =(); 

also: 

e wi =wl = w.l 

. dh 28, 32; - 
Endlich: 

vi twuü=#E, 

oder: 
also: 


1 1 1 
= tat JE) 
oder, wenn: 


| 1 1 1 
wuntratre 


Bes 
s w,+W 


gesetzt wird: 
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Haben wir n gleiche Ketten X (s. Fig. 11), die durch den Draht 0 


geschlossen sind, so ist: 
MN =n fi 


und 
wr ik + wyt == E, 
also: 
E 
7 "7 
ut, 


Sind die Elemente säulenartig (hintereinander) verbunden, so ist: 
nE E | 


Noch behandeln wir die Wheatstone'sche Brücke (s. Fig. 12). Die 
Anwendung lässt sich bezeichnen als die, wo 4 Punkte auf alle mögliche 
Weise mit einander verbunden sind. Wir suchen gleich die Bedingung, 


Fig. 12. 
—n 


0 


— 


dass in der Brücke O0 kein Strom vorhanden ist. Es folgt sofort, da 


= 0: 


ri a 
also: 
w, w, 
wi... 


177 w; 
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Nichtlineare Leiter. — Unabhängigkeit des Widerstandes von der Stromintensität. 
— Widerstand einer galvanischen Kette. — Brechung der Stromlinion an der 
Grenze zweier Leiter. — Kugeltörmige Electroden in einer unendlich ausge- 
dehnten Flüssigkeit. — Widerstand der Erdleitung. — Kreisförmige Electrode. — 
Leitende Flüssigkeit von der Form eines Kreiscylinders, der auf eine unendliche 
Ebene aufgesetzt ist. — Untere und obere Grenze des Widerstandes. 


8 1. 

Wir haben bis jetzt Systeme betrachtet, die nur aus linearen 
Leitern bestehen. Um auf den Fall überzugehen, dass ein Theil des 
Systems aus nicht linearen Leitern besteht,*) schicken wir Folgendes 
voraus. 

Wir denken uns einen von Electricität durchströmten Leiter, 
dessen Oberfläche aus 3 Theilen besteht, für die beziehungsweise 


0 ; 
)5,=9, 2)9=P 3))p=p), 


wo 9, und @’ constant sind. Da: 


SH +9) - fao2 


so ist hierdurch @ eindeutig bestimmt, wie sich durch eine Ueber- 
legung ergiebt, die der auf p. 115 angestellten ganz ähnlich ist. 
Setzen wir nun: 

yapntle—g)P, 
so ist im Innern: I® = (0), und an den 3 Theilen der Oberfläche 
beziehungsweise: 


22 u), PD —=(), o=|. 


en 
Da durch diese Bedingungen ® bestimmt wird, so ist ® von g, und 
9’ unabhängig. Daraus folgt, dass 


R) ; 0» 6 , 0 e ‚ 0® 
re u De 90) 9) 


Te 


*) Vgl. Kirchhoff, Pogg. Ann. 75, p. 189; 1848. Ges. Abhandlungen p. 33. 
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Die in der Zeiteinheit durch einen Querschnitt s in der Richtung 
der positiven Normalen n fliessende Electricitätsmenge, d. h. die /n- 
tensitäf der Stromes ist: 


3 ) ‚ 08 
1 lag - gr far, 


constant für alle Querschnitte. 

Folglich ist . 

(9 — 9%) 
% 

von 9, und 9’ unabhängig, also ausser von A nur von der Gestalt 
des Leiters abhängig. Wir nennen diese Grösse, positiv genommen, 
den Widerstand des Leiters, inden: wir die Bedeutung dieses Wortes 
verallgemeinern. Man sieht nämlich unmittelbar, dass der frühere 
Ausdruck bei linearen Leitern aus diesem hervorgeht. 


8 2. 

Wir gehen nun in der Verallgemeinerung noch weiter, indem 
wir annehmen, dass der Leiter aus mehreren 'Theilen bestelıt, die aber 
eine einfache Reihe bilden; für alle Theile hat dann (über einen 
Querschnitt eines Theiles ausgedehnt) die Iutensität des Stromes 


. Op 


denselben Werth. Eine ähnliche Ueberlegung wie die frühere zeigt, 
dass @ überall eindeutig bestimmt ist durch die constanten Werthe 
p, und @’ an den beiden Endflächen des ganzen Leiters und durch 
die electrischen Differenzen der einzelnen Theile. Ferner wollen 
wir zeigen, dass der Ausdruck 
mE 
i 3 

wo E die Summe der electrischen Differenzen bezeichnet, dem früher 
für den Widerstand linearer Leiter angegebenen Ausdruck entspricht, 
nämlich von @,, @’ und den electrischen Differenzen unabhängig ist. 
Wir wollen uns auf den Fall beschränken, dass der Leiter aus drei 
Theilen bestehe, die verschiedenen Stoffen entsprechen. 

Wir bilden die Function ®. Dieselbe sei ein specieller Fall von 
p, welcher eintritt, wenn @=1 und 9, =0 ist, und wenn die 
electrischen Differenzen verschwinden. ® habe daher folgende Eigen- 
schaften: 

An den Eudflächen hat ® die Werthe: 


0=0, d=-1l. 
Im Innern ist ® überall stetig. 
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Die ersten Differentialquotienten von ® sind stetig; nur gilt au 
den Grenzflächen zweier Theile die Bedingung: 
o® 0® 
1, An + h, a; =) 


u. 8. w. An den freien u ist 


Endlich ist überall im Innern 4 ® == (). 
Setzen wir dann: 


M1=AHtleP—-9+(l,2)+(2,3)] P 

arten +1,D +, HNP— (1,2) 

9 = 9 +9 —-9%+(,29)+(@,3)]® — (2,3) — (1,2), 
so genügen diese Ausdrücke offenbar allen Bedingungen, denen p in 
den drei Theilen genügen muss, sie enthalten also die Lösung der 
Aufgabe. Folglich ist 

09 op op 

0x’ öy’ os 
in allen Theilen dem Ausdruck 

P—-9%+(1,2)+(2,3) ode P’—g,+ E 
proportional. Die Intensität des Stroms: 
im — alas 2? 

ist dann ebenfalls diesem Ausdruck proportional, da jedes Element 
des Integrals diesen Factor hat; es ist deshalb der Quotient 


o—9+E 
i 


unabhängig von 9’, 9, und von den electrischen Differenzen. Wir 
nennen auch diese Grösse den Widerstand des ganzen Leiters. 

Nun stellen wir uns einen Leiter der eben gedachten Art vor, 
dessen erster und dessen letzter Theil ein Draht ist. Ist w sein 
Widerstand, so ist: 


— ptE=wi, 
das ist dieselbe Gleichung, die bestehen würde, wenn er ein linearer 
Leiter von dem Widerstand w und der electromotorischen Kraft Z 
wäre; er wirkt also, nıit anderen Leitern zu einem System verbunden, 
wie dieser lineare Leiter. Ä 


83. 


Wir ‘wollen den Widerstand einer Kette, deren Form im Wesent- 
lichen mit einer der in der Praxis üblichen übereinstimmt, berechnen. 
Zu dem Zwecke ziehen wir zunächst einen Schluss aus den Be- 
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dingungen, die an der Grenzfläche zweier Leiter 1 und 2 zu erfüllen 
sind. Wir legen den Anfangspunkt der Coordinaten in einen Punkt 
der Grenzfläche und die z-Achse senkrecht zu derselben. Für z=0 
und für unendlich kleine Werthe von x und y ist dann 


9, —-9= (12), 
also fr =y=zr—=(0 


om _ 09a 
0x 0x 
09 „. 99 
‚0% öy ’ 


ferner ist: 


Sind R, und A, die Richtungen des Stromes in beiden Mitteln 
am betrachteten Punkte der Grenze, so ist, da die Stromlinien mit 
den Kraftlinien zusammenfallen : 

09.091 . 9pı 
02 oy 0 


cos (R,x) : cos (R,y) : cos (R,z) = 09: „092,09, 


cos (R,r): cos (R,y) : cos (A,z) = 


oz" oy' os 
Denken wir uns die y-Achse so gewählt, dass cos (R,y) = 0, so wird 
Ö u 
74 = ‚ also yo.) 


und cos (R,y) = 0; d.h. liegt A, in der xz-Ebene, so liegt auch A, 
in derselben; dabei wird ferner: 


pr 
0x 
tg (A,2) = dm’ 
2 - 
d. h.: 
ie (Rı2) _ te (Ren), 
4 eu 
Dies ist das dem Brechungsgesetz für Strahlen entsprechende 
Brechungsgesetz für Stromlinien. 
Es sei nun 1 ein Metall, 2 eine Flüssigkeit; wir können dann, 
4, als endlich angenommen, A, sehr nahe als unendlich klein be- 
zeichnen. Die abgeleitete Gleichung zeigt dann, dass entweder: 
tg (A, 2) = © 
oder 
tg (R2)=0, 
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im ersteren Falle besteht die Grenze des Metalls aus Stromlinien, ee 
tritt also keine Electricität in die Flüssigkeit; das findet z. B. statt, 
wenn der Schliessungsdraht einer Kette von der Flüssigkeit umgeben 
ist. Im zweiten Fall ist die Grenze für die Flüssigkeit, also “wegen 
9%, —9,= (1,2) auch für das Metall, eine Fläche gleichen Potentials. 

Dieser Umstand erleichtert sehr die Berechnung des Wider- 
standes einer Kette. Diese besteht aus zwei Metallplatten oder 
Cylindern, die in eine Flüssigkeit getaucht sind und an die kurze 
Drähte gelöthet sind. Der Widerstand dieses ganzen Leiters ist dann 
gleich der Summe dreier Theile: der Widerstände der beiden Metall- 
körper und der Flüssigkeit; die beiden ersten sind gegen den Wider- 
stand eines auch mässig langen Schliessungsdrahtes zu vernachlässigen ; 
nicht so der Widerstand der Flüssigkeit. 


84. 
Es seien die Grenzen der Flüssigkeit 
z=0 und z=)h; 
o=yX+y=a ud p=)b. 
Der Strom trete in die Flüssigkeit ein durch eine der beiden Mantel- 
flächen dieses Hohleylinders. Dann liefert die Annahme, dass p nur 
von e abhängt, aus = — (0 en 
1 
= 2 det ar de = (0 

die Gleichung: 


0? I cy 0 
ı - 9 0, 
ce e 00 


d.h. 
g=4+Blgo. 
Für einen Cylinder, dessen Radius oe, ist 
09 B_p: 

fas3z = — hing B2nh, 
also der Widerstand der Flüssigkeit, und somit der Kette, nach 
p. 121 

Big? 

— 9% 5a BE | b 

Ni = Binhi  Tahı Ba 


Dieser Werth ändert sich nicht, wenn die Radien a und b verkleinert 
werden, wenn nur ihr Verhältniss dasselbe bleibt. 

Noch für einige andere Fälle wollen wir den Widerstand eines 
nicht-linesren Leiters berechnen. 

Wir denken uus eine sich nach allen Seiten in’s Unendliche 
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erstreckende Flüssigkeit. Die eine Zlecirode sei eine Kugel von dem 
Radius a, die andere eine ganz im Unendlichen liegende, die Flüssigkeit 
rings einschliessende Fläche; wir können dann setzen: 


B 
y=A+ y? 
wobei ERRRESFENIEN 
ryafgrr 
B 
Da — Po a: 
F} dp _ 
fas an == Ar B, 
also ist der Widerstand 
a — 9. 
AnBi 4izal 


Haben wir zwei Kugelelectroden in unendlicher Entfernung von 
einander in der Flüssigkeit, die in der Unendlichkeit durch eine 
nichtleitende Fläche begrenzt ist, so können wir setzen: 


443), 
wobei r und r’ die Entfernungen des variablen Punktes von den 
Mittelpunkten der Kugeln bezeichnen. In der That ist dann 9 für 
die Oberflächen der Kugeln constant, 
Haben beide Kugeln den Radius «, so wird der Widerstand zwei- 
mal so gross als im früheren Falle; er ist unabhängig vom Abstand 


der Electroden, wenn dieser nur gegen a unendlich gross ist. Es ist 
nämlich 


also der Widerstand: 


Der Widerstand verdoppelt sich noch einmal (v= <a ,‚ wenn 


die Flüssigkeit noch durch eine durch die Mittelpuukte der Kugeln 
gelegte nichtleitende Ebene begrenzt ist; denn bei der Berechnung 
des Integrals ist dann nur über eine Halbkugel zu integriren. In 
allen diesen Fällen ist w unabhängig von der Entfernung der Kugeln. 
Bei der electrischen Telegraphie dient die Erde mit zwei Electroden- 
platten als Rückleiter. Nach dem eben gelösten Problem ist also der 
Widerstand der Erde unabhängig von der Entfernung der beiden 
Stationen. Dies stimmt mit der Erfahruug überein. 

Es sei die eine Electrode eine Kreisfläche vom Radius a, die 
andere eine sie rings umgebende Fläche im Unendlichen; der ganze 
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Raum zwischen ihnen sei mit Flüssigkeit gefüllt. Die Bedingungen 
im Innern (4p = 0) und an den Grenzen (p = const.) werdeu oflen- 
bar erfüllt, wenn wir setzen: 


garni, 


wo h die Dichtigkeit ruhender Electricität in einem Oberflächenelement 
ds der sehr dünnen Platte bedeutet, welche dadurch bestimmt ist, dass 


has 
ga 
für alle Punkte der Platte constant 1. Dann haben wir: 
_Pp— Po B 


u ı [ade far” 
0 
9, =4 wid ,=A-+B. 
Nun ıst für die — der Platte: 
+ —4anB 


fe Br 4m (has. 


f hds, die Capacität der Platte, ist p. 36 berechnet zu =; demnach 
ergiebt sich, da w positiv: 


da 


oder, da - = (0): 


' 


1 
oT Ba 
Ist die Flüssigkeit durch eine nichtleitende Ebene begrenzt, welche 
die Verlängerung der Ebene der Electrode bildet, so ist: 


u ı4u i 


85. 

Wir wollen noch einen Fall betrachten, der nicht allein für die 
Blectricitätslehre, sondern auch für die Hydrodynamik und nament- 
lich für die Akustik von Interesse ist. Die leitende Flüssigkeit bilde 
einen Rotationskörper, nämlich einen kreisförmigen Cylinder, auf- 
gesetzt auf einen nur durch eine Ebene begrenzten Körper. Die 
Electroden 1 und 2 liegen im Unendlicheu und seien in der Fig. 13 
durch die stark ausgezogenen Linien dargestellt. 

Das für diesen Fall geltende p kann als Geschwindigkeitspoten- 
tial für eine incompressible Flüssigkeit angesehen werden, die durch 
eine cylindrische Röhre in einen nur Uurch die Ebene der Ausfluss- 


8 5. Untere und obere Grenze des Widerstandes. 127 


öffnung begrenzten Raum strömt. Man kann unter gewissen Voraus- 
setzungen die Resonanz der in einer solchen Röhre befindlichen Luft 
berechnen, wenn man den Widerstand des bezeichneten Leiters für 


Fig. 18. 
Z 
2 oo 


/ 


A —= 1 kennt. Man kann diesen mit Genauigkeit bis jetzt noch nicht 
angeben, aber man kann Grenzen, zwischen denen er liegt, finden *). 
Für die Flächen 1 und 2 sei 


ymgpm—cent, pP—=p—conmt, 9Pı>P 
für die übrige Oberfläche (die Seitenfläche) ist 


op _ 
an 
Dann ist der Widerstand, für A = 1: 
We a en — A792 (n innere Normale). 
fau2z ds, Tante RL] = 


Dabei ist /p = 0 ni p mit seinen Differentialquotienten stetig. 


Also ist: 
S[C2y+@2)+ @y] 
[asp 2 =, — 91) as, 58. 
[+ 04 9] 
1,38) 


(pe — 9 


Sele)+ + @y] 


*) Lord Rayleigh, Theory of sound, 2, p. 162, 170; 1878. 


Daraus folgt: 


VW = 


und: 
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Diese Ausdrücke werden dazu dienen ‚ eine obere und eine untere 
Grenze für W zu finden. Zu diesem Zwecke betrachten wir neben @ 
eine andere Function y=gp-+ u, für die en im Innern, 


Y, = const., Y%, = const. an den Electroden und or == () an den 
Seitenflächen; von 9 soll sie sich dadurch unterscheiden, dass an 


einem Querschnitt O entweder % oder aa unstetig ist. Dann ist im | 


Innern Au=0, an der Seitenfläche en —=(), an den Electroden 


u 4, —= const., U u, = const., und es sind u und 0. stetig 


ausser im Querschnitt 0, wo entweder u oder 5 unstetig ist. Diese 
beiden Fälle betrachten wir gesondert. | 


l. zs sei » stetig, a unstelig an der Fläche 0. Dann ist: 


[++ &9]-fe 2 Da 5 


op 
— 21 dsu In’ 


wo bei der Integration nach ds der Querschnitt O nicht zu berück- 
sichtigen ist, weil u an diesem Querschnitt stetig bleibt. 
Nun mache man 
Y%,=Ppı = 9; 
u I 0, U, == 0, 
dann verschwindet das Oberflächenintegral vollständig und man hat: 


SH SelEI+ +] 
mithin nach dem zweiten Ausdruck von # 
‚ (2 — Yı)’ 


ler] 


Die Constanten 9, und @,, also auch %, und %, können beliebig 
angenommen werden; damit ist %» aber noch nicht vollständig be- 
stimmt; es kann vielmehr %,, d. h. der Werth von % im Quer- 
schnitt 0, als beliebige Function gewählt werden; je nachdem man 
es wählt, erhält man eine höhere oder eine tiefere untere Grenze 
für W. 


ll. Es sei % unstetig, A stelig an der Fläche 0. Hier ist unter 


Anwendung des Green’schen Satzes: 


also: 
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STH +) See + 7] 
+Se[69+@+ 9] 
— 2 dsp 7, 9m. 


Da 5* — stetig bleibt, so folgt, dass die Integration in dem letzten Inte- 


BR nur über die Flächen 1 und 2 ausgedehnt zu werden braucht. 
Dies Integral verschwindet ganz bei der Festsetzung: 


0% 0 
fe: ee) Kar 
aus der auch folgt: 


Dann hat man wieder: 


JS |@&)+G27+@9] > fa[C2)+G2)+@)], 


also nach dem ersten Ausdruck von W: 
„Je 1@- E+% +] 
AS en D 


Auch hier ist bei der Bestimmung von »% der Willkür noch 
Spielraum gelassen; es braucht % eben nur den namhaft gemachten 
Bedingungen zu genügen; für den Querschnitt 0 kann er beliebig 
gewählt werden*); je nach dieser Wahl findet man eine grössere 


oder eine kleinere obere Grenze für W. 
Bei der Berechnung von 


O9? | (Ou\® , (0% 
S 1: (2)+6@7)+ 9] 
für jeden der beiden Theile des Leiters, die durch den Querschnitt 0 
von einander abgegrenzt sind, kann man benutzen, dass dies Integral 


— [asy 2. 


8 6. 
Wir wenden diese allgemeinen Resultate auf das schon be- 
zeichnete specielle Problem an. Es sei 2 die unendliche Halbkugel, 


*) Dadurch ist dann bestimmt: 


ds, 97 = — Ids, . (® innere Normale). 


Kirchhoff, Electricität, 9 


130 Zehnte Vorlesung. 


1 ein unendlich ferner Querschnitt des Cylinders, O die Ebene, die 
den Cylinder von der Halbkugel trennt. Das rechtwinklige Coordi- 
natensystem hat seinen Anfang im Centrum des Schnittes U, die 
z-Achse geht senkrecht zu O nach oben. (Fig. 13.) Im 
I. Fall ist: % stetig. Für 
z<0O setze man y=z, 


z>0 v—. (1 (re), 


wo « eine willkürliche Constante und 4 so gewählt ist, dass in 
allen Punkten des kreisförmigen Querschnittes 0: 


wo R der Radius der Oefinung O0 ist. Hierdurch wird offenbar allen 
Bedingungen genügt. Ist nun / die Länge des Cylinders, positiv 
genommen, so ist nach dem obigen Satze: 

(«+9 


> Te 
9 fa 2% er fan 


> (& + 2)? 
Bit at la 


& 
> zRTFiRe 
Dies ist also eine untere Grenze des Widerstandes; « kann noch 
beliebig gewählt werden, man wird es daher so bestimmen, dass 
dieser Ausdruck so gross als möglich wird. Der Ausdruck nach « 
differentiirt und == U gesetzt ergiebt: 
2 (a +D(eRti+4Ra’)  (a+D’8Be _ 9 
(z RI! +4BRa?)! i 


für 


und daher*) 


Das Maximum wird erhalten für « = 2 nimmt man diesen Werth 


an, 80 ergiebt sich: 


i+ T R 
W”> x Rt! 
I. Fall. = stetig. Um die obere Grenze für W zu erhalten, 
setze man für 


z<0O Vom z 
und für 


*) Vgl. p. 36. 
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z >U ze Mn. 


Daun erfüllt % offenbar wieder alle Bedingungen, die gestellt sind. 
Nun haben wir: 


Se +@9+@9" 


PETER vfaı a — „as, se [as (%, — Y,)o» 
da an dem Querschnitt O 


Das erste Glied auf der rechten Seite ist wieder (vgl. oben) —— x. R?I; 
beim zweiten Glied ist %, von der ersten Ordnung, r von der zweiten 


Ordnung, ihr Product also von der dritten Ordnung unendlich klein. 
Die Fläche der Halbkugel ist von der zweiten Ordnung unendlich 
gross; also verschwindet das Integral. Es bleibt noch zu ermitteln 
das dritte Glied. Dort ist 

Ft, (9) = — 2 Ü, 
wo " 


ds 
U um 


das Potential einer mit Masse von der Dichtigkeit 1 belegten Kreis- 

scheibe von dem Radius A in Bezug auf einen Punkt in ihr, der um 
eV +y 

von dem Mittelpunkte absteht. Dasselbe ist nach p. 97 


U=ARE, 
wenn 


E={yil— ksin?u du; kun 
Jenes Glied ist also: 1 : 
—[D08e AR | Ekak. 


Mit Hülfe der Gleichungen *): 
®) Die erste dieser Gleichungen findet sich p. 97, die zweite ergiebt sich 


als richtig, wenn man die Werthe von K und K einführt und bedenkt, dass 
das Integral: | 
”“ 


2 
u aiserorwon Tusche | u A N 
(1 — Kain! u)? Feen] 


132 Zehnte Vorlesung. 


dE _E-K dK _ E-ktK 
dk ke’ dr Ai? 
wobei 
3 
: d 
de 
und 


ist leicht zu zeigen, dass: 
Bkdk=zd[1 +) E— Krk, 
also: 


1 


Sara - s[U+M)E- ka] 


Eine andere, sehr einfache Art, 
R 


[res 


zu berechnen, rührt von Maxwell her. Es seien ds und ds’ zwei 
Elemente der Kreisfläche vom Radius 2 in den Entfernungen E 
und oe’ vom Mittelpunkt, r ihre gegenseitige Entfernung; dann ist: 


R =Red=R . 
22 Uede [je ; 
e=V g=0 


wo jede Combination zweier Elemente zweimal vorkommt. So ge- 
bildet ist das Doppeliniegral zweimal so gross, als wenn jede Combi- 
nation zweier Elemente nur einmal genommen wird. Thut man 
letzteres, so erhält man: 
R =R g=e 
7 J Uodoe = f a ; 
e=0 >90 

wobei zuerst nach ds’ zwischen den Grenzen 0’ 0 und g’= 9, 
dann nach ds zwischen den Grenzen 0 = 0 und e = R integrirt 
wird. Es ist aber, wenn wir mit r, & die Polarcoordinaten eines 
Punktes e’in Bezug auf den Punkt 9 bezeichnen: 
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R ı#R 
[er _ „/ Jtredeao au nr R, 
wie oben, 


Hieraus folgt: 


Se [Ca +@r)+ 2] - AR +2 R:. 


Ferner ist: 
also : 
8 
i+ - RB 
W zrt 


Es liegt also W zwischen 
ml+NTEER) und [+ 0,849R]*). 


*) Lord Rayleigh, 1. c. p. 169, 184. 
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Strömung in einer ebenen Platte. — Platte von unendlicher Ausdehnung. — 

Ein- und Ausströmungspunkt am Rande und im Innern einer kreisförmigen 

Platte. — Platte von beliebiger Begrenzung. — Conforme Abbildung zweier 

ebenen Flächenstücke auf einander. — Strömung in einer krummen Platte. — 

Differentialgleichung für das Potential — Abbildung der Platte auf einer Ebene, 

— Mercator’s Projection. — Btereographische Projection. — Strömung in einer 
Kugelfläche, 


8 1. 

Jetzt wollen wir die Bewegung der Electricität in einer unend- 
lich dünnen von zwei parallelen Ebenen begrenzten Platte unter- 
suchen”). Die Oberflächen der Platte (so weit sie frei sind) müssen 
senkrecht auf den Flächen gleichen Potentials, die letzteren also 
Cylinderflächen sein, die parallel den Normalen der Platte sind. Ist 
die z-Achse diesen parallel, so ist also 9 von z unabhängig. 
Denken wir uns einen beliebigen Theil der einen Oberfläche; ds sei 
ein Element der Grenslinie, » die nach Innen gerichtete Normale 
von ds. Die durch die Grenzlinie s im Ganzen in der Zeiteinheit 
einströmende Electricitätsmenge ist dann: 


Op 
1=—rfard, 


wo s die Dicke der Platte bedeutet. Dieser Ausdruck muss ver- 
schwinden, wenn dem betrachteten Flächenstück im Ganzen durch s 
keine Electricität zugeführt wir. Wenn dasselbe auch für alle 
einzelnen Theile der Fläche A so muss überall sein: 


e z 4 ai 
Wird aber der Fläche in der Zeiteinheit durch die Grenglinie s 


die Electricilätsmenge / zugeführt, so muss der obige Ausdruck gleich 
diesem J/ sein*®). 


*) Vgl Kirchhoff, Pogg. Ann. 64, p. 497, 1845. Ges. Abhandlungen p. 1. 
*) Daun muss, damit der Zustand stationär bleibt, die Electricitätemenge J 
der Fläche auf irgend eine andere Weise wieder entsogen werden. D. H, 
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Wir wissen schon, dass wir eine Lösung der genannten Diffe- 
rentialgleichung finden, wenn wir @ + iy gleich einer Function von 
x + iy setzen. % = const. ist dann die Gleichung der Strom- 
linien*). Setzen wir z.B. 

y+tivalk(etiy), 
oder: 

zstiy=@WeVY— (copy +isiny) =r(cos® + isin®), 
wobei 

zmrcosd, y=rsin®, 
so wird: | 
g=lgr, y=9. 

Ist ds das Element eines um x = (0, y == 0 als Mittelpunkt be- 
schriebenen Kreises, so ist dann: 


Si a=--2=. 


Die Lösung gilt also für den Fall, dass n 2=0,y=0 ein Strom 
von der Platte fortgeleitet wird, für den 

Ja 2nils; 
.in der Unendlichkeit muss die Electricität der Platte zugeführt 
werden. Die Stromlinien sind die Radien. Ist die Platte durch eine 
Gerade begreuzt, die durch den Ausströmungspunkt geht, so gilt der 
Ausdruck von @ auch; die Electricitätsmenge J ist aber halb so gross. 


82. 


Setzen wir: 
@- ad riyW 


re at 


(die a und 5 reell) und zugleich: 


x— Ad =r,(089, c— ,=1r,005%, 
y—b -=r sind, y—b,=r,sind;,. 
Dann wird: 


vlg, vb — 9. 


Die Lösung gilt, wenn in dem Punkte (a,, b,) die Electricitätsmenge 
2rxA& zugeführt, in dem Punkte (a,, b,) dieselbe Electricitätsmenge 
abgeführt wird und die Platte unbegrenzt ist. Die Potentiallinien 


p = const., d.h. = const. 
8 n 


sind die Kreise, welche über dem Abstand zweier Punkte als Durch- 


*) Vgl. p. 9. 
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messer beschrieben sind, die harmonisch zu (a,, d,) und (a,, b,) 
liegen. Die Stromlinien sind die Linien 9, — #, == const., d. h. die 
Kreisbogen, welche (a,, b,) und (a,, 5,) verbinden. Das gilt auch, wenn 
die Platte durch zwei dieser Stromlinien begrenzt ist, also auch, wenn 
ihre Grenze ein durch (a,, d,) und (a,, d,) gelegter Kreis ist. Die 
Intensität des durch die Platte gehenden Stromes ist dann halb so 
gross”), nämlich = zAs. Versuche haben die für diesen Fall theo- 
retisch gefundenen Linien gleichen Potentials bestätigt. 

Wir suchen noch die Linien gleicher Kraft, oder gleicher Strom- 
dichtigkeit. Unter Stromdichtigkeit verstehen wir allgemein die Elec- 
tricitätsmenge, die in der Zeiteinheit durch die Flächeneinheit fliesst. 


Sie ist proportional mit 
? 
vH. 
Die Linien gleicher Stromdichte sind also: 
GI — eo, 
+ eo, 


ta „ee rg -iy— d,) 


nr. 12! 


oder: 
= const., 


—_ —_— (1— ® (y—b)— b,)]2 3 —b 
PR (e—)— (x er y—b)—(y—b,)] u (a— a, ne ı)  const. 
also: 


11T, m const. 


8 3. 
Man kann auch leicht @ bestimmen für den Fall, dass im Innern . 
(nieht am Rande) einer kreisförmigen Platte ein Einströmungspunkt 
und ein Ausströmungspunkt vorhanden sind. 

Wir denken uns einen mit dem Radius 1 beschriebenen Kreis, 
darin einen Punkt p, der um e vom Mittelpunkt abstelıt, und den 
Punkt ?, den wir gemäss der früher (p. 54) gebrauchten Ausdrucks- 
weise das Bild von p nennen wollen, und dessen Abstand vom 


Mittelpunkt - ist; ferner einen inneren Punkt 1 im Abstand E, vom 
Mittelpunkt, und sein Bild 1’; die Entfernungen dieser beiden Punkte 


*) Dies erkennt man unmittelbar durch Bildung des Integrals 


fa?8 


für einen unendlich kleinen um (a,, d,) oder (a,, dr) gelegten Kreis, D. H. 
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von p nennen wir r,,r,, die von P: R,, R,. Dann ist, wenn ® 
den Winkel der durch die Punkte p und 1 gehenden Radien be- 
zeichnet: 


1 
nt 0? +01? — 200, co © Ri at 0? — 27 0080 
EEE SE Bit gt 
m 9? + o 2 , 608 @ R, a7 er C08 @, 
also: 


Ein rn? = 0o’0,R,- und gr? g?R,, 
mithin: 
r yo e’R, R- 


Die Punkte 1, 1” denken wir uns durch zwei andere: 2, 2’ ersetzt; 
bei analoger Bezeichnung ist dann 


nny=0O’RR,, 
daher: 

rt _ Bıkı 

Yafı' BB 


und in Bezug auf den Punkt ?: 
RıRi 
Pam 
Dann ist $ mit seinen Differentialquotienten innerhalb und ausser- 
halb des Kreises endlich und stetig, ausser in den Punkten 1, 2 und 
1,2‘. Ferner ist Ip == 0, wie sich aus den vorher behandelten 
Fällen ergiebt. An der Grenze beider Gebiete, d. h. an der Peri- 
pherie des Kreises, ist g mit allen seinen Differentialquotienten stetig; 
denn in beiden Gebieten ist ja $ dieselbe Fuuction der Coordinaten 
des Punktes. Ferner hat @ wegen der oben bewiesenen Gleichung 
die Eigenschaft, denselben Werth für zwei entsprechende Punkte p 
und ? anzunehmen. Ist nun E unendlich wenig von 1 verschieden, 
so liegen p und ? einander unendlich nahe auf demselben Radius, 
in gleichen Abständen von der Peripherie; daraus folgt, dass, wenn 
dn eine Normale der Kreisperipherie bedeutet: 
0 
in = !- 
Hiernach gilt 


für den Fall, dass die Punkte 2 und 1 Ein- und Ausströmungspunkt 
in der durch den Kreis eg = 1 begrenzten Platte sind. Sind a,,b,, 
@,,d,, & ,d,, Ay, d, die Coordinaten der Punkte 1, 2,1’, 2’, wobei: 
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’ a ' Gr 
are Tai 


[4 


b dh Ds ae 
I at + bt?’ = a + bi? 
so ist hierbei: 


Een @triy- am — ide Hiy- ib), 

PIE 
Wir haben damit zugleich die Lösung gefunden für den Fall 
einer unendlichen Ebene, aus der ein kreisförmiger Theil aus- 


geschnitten ist und welche die Electroden 1’ und 2” hat. 


g 4. 

Stellen wir uns jetzt die Aufgabe, Jie Electricitätsbewegung in 
einer ebenen, beliebig begrenzten, einfach zusammenhängenden Platte 
zu finden, der die Electricität in einem Punkte zugeführt, in einem 
anderen entzogen wird. Es seien X, Y die Coordinaten eines Punktes 
der Platte, x, y die Coordinaten eines Punktes einer Kreisplatte vom 
Radius 1. Nehmen wir an, wir können jene auf diese in den 
kleinsten Theilen ähnlich abbilden so, dass die Grenzen einander 
entsprechen; wir können also x + iy als einwerthige Function von 
X--iY und umgekehrt so darstellen, dass die Grenzen beider Platten 
einander entsprechen. Es seien 4,, 2, und A,, 3, die Coordinaten 
des Aus- und Eiuströmungspunktes; die diesen Werthen von X, Y 
entsprechenden Werthe von x, y seien a,,b, und a,, db,. Diese 
Werthe geben wir den entsprechenden Zeichen in dem zuletzt für 
9 + iy aufgestellten Ausdruck und drücken in ihm x + iy durch 
X-+-iF aus; die dann entstehende Gleichung definirt das gesuchte 9. 
In der That ist dann 9 +4 iy eine Function von X +1iP, also: 

0° 8 

at omm 9 
ferner ist nur in den Punkten (A,, 3,) und (4,, 2,) 9 logarithmisch 
unendlich, und die Grenze setzt sich aus Linien zusammen, für die 
Y == const. ist. 

Keunt man umgekehrt für irgend eine Lage der Punkte (4A,, 2}), 
(4,, B,) die Electricitätsbewegung in der Platte, d. h. kennt man 
+ iv als eine Function von X +, die in jenen Punkten loga- 
rithmisch unendlich wird, und für die an der Grenze % == const. ist, 
so kann man in der angegebenen Weise die Platte auf dem Kreise 
abbilden; man braucht nur den Ausdruck vong+ iy in X+1iF 
gleich dem obigen Ausdruck jener Grösse in x + iy zu setzen, in 
dem man a,, b,, a,, d, beliebig angenommen hat. 

Nur in wenigen Fällen kann man einen Ausdruck von $ + iy 
in X+:F, wie wir ihn uns dachten, bilden; immer aber kaun man 
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die Linien @ = const. experimentell näherungsweise finden. Es ist 
von interesse zu bemerken, dass man hiernach jede einfach zusammen- 
. hängende Fläche auf dem Kreise oder auf einer anderen einfach zu- 
sammenhängenden Fläche näherungsweise abbilden kann. Auf jeder 
Platte wähle man die Punkte 1 und 2 willkürlich, bestimme mit dem 
Galvanometer ein System von unendlich nahen Curven p == const,, 
construire ein System darauf senkrecht stehender Linien, also Strom- 
linien: $ == const., von denen in 1 je zwei auf einander folgende 
denselben unendlich kleinen Winkel mit einander bilden; endlich 
construire man ein neues System von Linien @ == const., indem man 
durch diese einen von den Stromfäden in unendlich kleine Quadrate 
zerlegt; man hat dann die ganze Platte in unendlich kleine Quadrate 
getheilt, da durch die Beziehung zwischen X, Y, p, %, weın man 
9, % als rechtwinklige Coordinaten betrachtet, die Platte auf einen 
Streifen abgebildet ist und der Streifen durch die entsprechenden 
Linien in unendlich kleine Quadrate getheilt ist. Ist die zweite Platte 
ebenso getheilt, so kann man noch zwei beliebige Quadrate an den 
Grenzen als entsprechend annehmen und findet durch Abzählen, wie 
die übrigen sich entsprechen. 


85. 


Betrachten wir jetzt noch die Bewegung der Electricität in einer 
krummen Platte von unendlich kleiner, überall gleicher Dicke”). 

In einer Linie, die senkrecht zu den Oberflächen der Platte ist, 
hat 9 denselben Werth. Ist ds ein Element der Grenzlinie eines 
Theiles der einen Oberfläche, rn die innere Normale, so ist: 


Ip 
[a3 In 


gleich O0, wenn im Innern des Theiles der Platte keine Electricität 
von Aussen zugeführt wird, gleich einer Coustanten, wenn ein Ein- 
oder Ausströmungspunkt darin liegt. Wir entwickeln die Gleichung 


IK 


Es seien, einer Bezeichnungsweise von Gauss**) gemäss, p und g 
zwei Grössen, die einen Punkt der krummen Fläche bestimmen, und 
der Abstand ds der Punkte (p,g) und (p+dp, g-+do) sei be- 
stimmt durch: 

ds? = Edp? + 2Fapdg + Gag}. 


*) Vgl. Kirchhoff, Mon. Ber. d. Berl. Akad. 19. Juli 1876. Ges, Abhand- 


lungen p. 56, 
*®) Gauss, Werke, 4, p. 198, 219, 
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Sind x, y, z die rechtwinkligen Coordinsten von (p, q) und 

setzt man: 

dz=adp-t a’dg 

dym=bdp-+b’dg 

dzmcdp-+.c'de, 
so ist dabei: 

Emma +5? + c 

F=aa’+bb’+ cc 

Gm=a?+b?+c?, 
Es sei ön eine auf n von ds aus abgetragene unendlich kleine Länge, 
öp, ög seien die ihr entsprechenden Vergrösserungen von p und 9; 
dann ist: 

On? Eöp? +2 Föpög + Gög:, 
und ; 
De On = 8p +32 84, 


ferner bei entsprechender nn von öx, dy, dz 


6x aöp-+a’ög 
Ööymböp-+-b'ög 
dze=cöp +c’dg. 
Es ist aber; 
dzdz + dydöy+dzdz=UV, 
d.h. 


(adp + a’dg) (aöp + e’ög) + (bap + bag) (bdp + b’dg) 
+ (cdp + cdg)(dp+cö)=0, 


oder: 
i (Eap + Fag)döp + (Fap + Edg)dg—= (0, 
oder: 
öp:dg=(Fdap + Gag): — (Edp + Fan). 
Hiernach ist: 
“ oo 


Sp + en 


= (Fap + GäQ — 52 (Edp-+ Faq 


| nn 


— VEIFdp + GdaP—2F(Fäp+: 5 ErFFT FiD+G(Edp-+Fäg! 


A. _ 299 | 
_ö» (Fdp+Gdg) öq (Edp-+ Fag) 


VEG— Fi VEdp +2Fäpdgt Gdg 
Also: 


i (Fap + Gdg) 2? — (Edp + Fag) ?? 
— ? ds == -— Pre, Bart Fa . 
on VEG- Fr 
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Dieser Ausdruck muss wegen der Gleichung 
099 
f Fr ds—= 0 
ein vollständiges Differential sein, und daher: 


29 _ „09 dg _ 709 
a (2 a Far) _a (EZ a) u 
da \ YEG- ri öp 


VEG- Fi 
Das ist die partielle Differentialgleichung, der p zu genügen hat. 


8 6. 
Gelingt es die Grössen p und g so zu wählen, dass 
F=0, Em=6, 
so wird diese Differentialgleichung: 
®o 0!p 
tat 
also dieselbe, die für eine ebene Platte gilt, wenn p und g recht- 
winklige Coordinaten sind. 
Andrerseits wird dann: 
ds? au E(dp? + dq?). 
Sieht man p und g als die rechtwinkligen Coordinaten in einer Ebene 
an und nennt dS den Abstand der Punkte (p, g) und(p + dp,g -+ dg), 
80 ist hier: 
as? — dp? + dd}, 
also: 
ds = YVEdS, 


d. h. die Punkte der krummen und der ebenen Fläche, für die p und 
q gleiche Werthe haben, entsprechen sich so, dass entsprechende un- 
endlich kleine Theile einander ähnlich sind. Kennt man eine mög- 
liche Electricitätsbewegung in der Ebene und bestimmt die Linien 
auf der krummen Fläche, die den Linien gleichen Potentials und den 
Stromlinien in der Ebene entsprechen, so sind dieses Linien gleichen 
Potentials und Stromlinien bei einer möglichen Electricitätsbewegung 
in der krummen Fläche. Umgekehrt kann man die Abbildung einer 
krummen Fläche auf einer ebenen experimeiltell nach derselben Me- 
thode herstellen, die wir oben p. 139 für die Abbildung zweier ebenen 
Flächen auf einander auseinandergesetzt haben. 

Wir haben angenommen, dass p und g sich so wählen lassen, 
dass F==0, E==G ist; wir wollen nun zeigen, dass und wie ein 
solches System p, g gefunden werden kann; wir wollen dasselbe ?, 0 
nennen, während p, g die allgemeinere Bedeutung behalten soll. 
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Wir setzen, wie oben: 
ds? Edpt + 2Fapdag + Ga = (y Edp + Ada) (YEap + Bay), 


wo dann: 


ırF 
A+B=7z 


AB=6, 
also A und B die Wurzeln der quadratischen Gleichung: 


Reell können sie nicht sein*), sie müssen conjugiri sein, d. h. 
die eine entsteht aus der anderen, indem man — ; für s setzt. 


Wir setzen ferner: 
M(YEdp-+ Adı)=aU, 


indem wir unter M einen integrirenden Factor von YEdp + Adgq 
verstehen, nennen N die zu M conjugirte Grösse und setzen: 


N(VEap + Bag)=avV, 


wo N ein integrirender Faoetor von YEdp + Bdg sein muss, und 
adV und dU conjugirte Grössen sind; wir haben dann: 


de ymdlav. 
Es ist aber: 
duaVr=4 ((du+ap) — (au — av))) 
und daher: 
de = u (dP° + 009), 
wenn: 


dP=dU+dP, dO=i(dVU—dPV). 
Da dU und d Y vollständige Differentiale sind, so sind es auch dP 
und 40; es sind diese fiberdies reell, da dU und dP conjugirt sind; 
sie genügen daher vollständig den gestellten Bedingungen. 
a. 
87. 
Betrachten wir als Beispiel eine Kugelfläche vom Radius 1; wir 


setzen: 
z==sin®cosa, y=-sin®sin® z=coa®. 


*), Da EG>F'*, wie man an den Ausdrücken p, 140 erkennt: D. H. 


m 
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Daraus folgt: 

ds’ = d9? + sin? # do?. 
Um P und O0 zu finden, braucht man nicht zur allgemeinen Methode 
zurückzugehen ; es ist nämlich: 


ds? — sin? $ (s o’ + 2), 
ds ; 
Fry Se 257 


ds? — sin? & (vo: + (d Igtg °)) 
Wir können also: 


oder, da: 


0-0 Pmolgtg? 


setzen. Die Abbildung einer Kugel auf einer Ebene, die wir erhalten, 
wenn wir lg tg 2 und ® als gie rechtwinkligen Coordinaten eines 


Punktes in der Ebene ansehen, ist eine bei geographischen Karten 
gebrauchte, nämlich AMercator's Projection. Von grösserem Interesse 
für uns ist eine andere Abbildung, die sogenannte stereographische 
Projection. Wir erhalten nämlich aus einem System P, 0 ein anderes 
P', 0’, mit denselben Eigenschaften, wenn wir P'+5s0’ irgend einer 
Function von P-+ iO gleichsetzen; denn danu ist: 


aP?+ 40" M(dP? + 40°), 
wo M einen Factor bedeutet. Wir machen nun: 
P’+ i0’ a geftit 
= atg? (cos oa + isin o), 
d.h. 
P=atg? co, 0—atg? sine. 
Man erhält also auch eine ähnliche Abbildung der Kugel auf 
der Ebene, wenn man dem Punkte $#,@ der Kugel den Punkt der 


Ebene zuordnet, dessen rechtwinklige Coordinaten a tg : cos © und 


a tg : sin ao, oder dessen Polarcoordinaten a tg 4 und a sind. Dieser 


Punkt lässt sich durch eine sehr einfache Construction finden, wie 
die Figur zeigt. 
‚Die Ebene der Zeichnung geht durch die z-Achse*). Diese Ab- 


°) Die Abbildungsebene liegt senkrecht zu der nach unten gerichteten 
s-Achse, im Abstand a von dem Pol der Kugel: $ = x, und jeder von diesem 
Pol ausgehende Strahl schneidet die Kugel und die Ebene in zwei'entsprechenden 
Punkten. D. H. 
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bildung hat das Eigenthümliche, dass jedem Kreise auf der Kugel ein 
Kreis in der Ebene und umgekehrt entspricht. Für einen Kreis auf 


Fig. 14 


zZ ugs 
der Kugel muss nämlich zwischen x, y, z eine lineare Relation be- 
stehen, also: 
sind (acam + ßBsino) + ycsd +d—=0, 
oder, da: | 
2187 1-19 


_— cos I = 


141g: 3 1+18:7 


sin O — 


218° (com + Beino)+r(1— tg 2) + ö(1+ tg? 2) 0, 
oder, wenn die rechtwinkligen Coordinaten in der Abbildungsebene: 
b=atg2 com n=atgzeine, 
2a +2 tar HH TERN -0, 


und das ist die allgemeinste Gleichung eines Kreises in der Ebene. 

Wir können hiernach sehr leicht die Electricitätsbewegung in 
der ganzen Kugelfläche angeben, die stattfindet, wenn die Electricität 
durch einen Punkt ein-, durch einen anderen ausströmt. Zunächst 
denken wir uns die Kugelfläche durch einen unendlich kleinen, nicht 
leitenden Kreis bei $ — x begrenzt; die entsprechende Grenze der 
Ebene ist dann ein im Unendlichen liegender Kreis. Den Linien 
Y == const. und Y == const. in der Kugel entsprechen die Linien 
Y = const. und % == const., die in der Ebene auftreten, wenn hier 
ein Strom durch diejenigen Punkte zu- und abgeleitet wird, die dem 
Ein- und Ausströmungspunkt der Kugel entsprechen... Diese Linien 
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der Ebene sind aber Kreise (s. p. 135f.), die der Kugel sind es also 
auch. Die Linien % == const. der Kugel sind also die durch Ein- 
und Ausströmungspunkt gelegten Kreisbögen, die Linien 9 == oonst. 
die Linien, welche diese senkrecht schneiden; es müssen dieses auch 
Kreise sein. Mit Hülfe der Theorie der harmonischen Punkte und 
Linien beweist man leicht, dass ihre Ebenen durch die Schnittlinie 
der Tangentenebenen gehen, die an die Kugel im Ein- und Aus- 
strömungspunkt gelegt werden können. Es gilt nämlich folgender 
Satz: A und B seien zwei Punkte einer Kugelfläche; in ihnen lege 
man die Tangentenebenen an die Kugel und suche die Schnittlinie 
dieser, Durch die Schnittlinie lege man Ebenen; die Kreise, in denen 
dies? die Kugel schneiden, schneiden rechtwinklig die Kreise, in 
denen die Kugel von den durch 42 gelegten Ebenen geschnitten wird, 


Um diesen Satz zu beweisen, projicire man die beiden Kreis- 
systeme stereographisch auf eine Ebene, indem man den Punkt 4 als 
Projectionscentrum wählt. Das Bild von A liegt dann im Unend- 


Fig. 16. 
E A 


ei d d 


lichen, das Bild des einen Kreissystems besteht also aus geraden 
Linien, die sich in 5, dem Bilde von 2, schneiden. Die Bilder der 
Kreise des anderen Systems sind auch Kreise; ihre Mittelpunkte liegen 
in der Geraden, in der die Bildebene die Ebene der Zeichnung 
schneidet, weil sie symmetrisch in Bezug auf diese sind. Der Mittel- 
punkt des Bildes des durch C und D gehenden Kreises ist daher der 
‘Punkt, der in der Mitte zwischen c und d liegt. Aber ZCFD sind 
harmonische Punkte *) und daher cd = 5d**), womit die Behauptung 
bewiesen ist***), 


*) Da 7 auf der Polaren AB von E liegt. D. H. 
**) Da ecbd harmonisch liegen, wobei e im Unendlichen. Also fällt jener 
Mittelpunkt auf d. D.H. 
***) Denn wenn die Bilder der beiden Kreissysteme sich rechtwinklig schnei- 
den, müssen es auch diese selbst thun. D. H. 
Kirchhoff, Blectricität. -ı10 
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Fällt die unendlich kleine, nicht leitende Grenze bei 9 == x fort, 
so wird dadurch nichts in endlicher Entfernung von diesem Punk 
geändert. 

Ist die Kugelfläche durch einen nicht leitenden Kreis begrenzt, 
so können wir nach dem Krüheren auch die Electricitätsbewegung 
angeben. Geht dieser Kreis durch den Ein- und Ausströmungspunkt, 
so sind die Linien @ == const. und Y == coust. dieselben, wie bei der 
ganzen Kugelfläche. 


u 2 


Zwölfte Vorlesung. 


Magnetismus. — Magnetische Flüssigkeiten, Moleküle, Pole. — Magnetisches 

Potential, magnetisches Moment. — Endlicher Magnet. — Gleichmässige Magne- 

tisirung. — Magnetische Oberflächendichte. — Magnetische Kugel. — Wirkung 

auf einen Pol im Innern. — Einfluss der dem Pol unendlich benachbarten Theile 
des Magneten. 


sl. 

Wir verlassen jetzt die electrischen Erscheinungen, um uns zu 
den magnetischen zu wenden, später aber wieder zu jenen zurück- 
zukehren. 

Die magnetischen Körper üben aufeinander Kräfte aus, die ganz 
ähnlich denen sind, mit denen electrische auf einander wirken, und 
man kann der Theorie der magnetischen Erscheinungen eine Vor- 
stellung zu Grunde legen, die ganz derjenigen entspricht, die ich 
oben für die electrischen Erscheinungen auseinandergesetzt habe. 
Demgemäss wollen wir zwei magnetische Flüssigkeiten annehmen, 
die gegen einander genau so sich verhalten, wie es die electrischen 
gegen einander thun. Nur in Betreff des Verhaltens der wägbaren 
Materie gegen die magnetischen Flüssigkeiten einerseits und die elec- 
trischen andrerseits. müssen wir einen Unterschied festsetzen. Wäh- 
rend die electrischen Flüssigkeiten von einem Körper zum anderen 
übergehen können, müssen wir annehmen, dass das bei den magne- 
tischen nicht möglich ist. Jeder Körper, der magnetisch ist oder fähig 
ist, es zu werden, muss aus kleinen, unzerstörbaren Theilen, wir 
nennen sie magnetische Moleküle, bestehen, die gleiche Mengen der 
beiden magnetischen Flüssigkeiten enthalten und die Eigenschaft 
haben, dass jedes Flüssigkeitstheilchen auf ewig an das magnetische 
Molekül gebunden ist, in dem es einmal sich befindet: In jedem 
magnetischen Körper ist dann eben so viel positive als negative 
magnetische Flüssigkeit vorhanden, oder, wenn wir eine Menge nega- 
tiver magnetischer Flüssigkeit als eine negative Menge positiver rech- 
nen: die Summe aller magnetischer Flüssigkeitsmengen ist gleich Null. 
Einen Punkt, in dem man magnetische Flüssigkeit sich. concentrirt 
denkt, nennt man einen Magnetpol. Ein Magnet besteht aus einer 
unendlichen Zahl von Polen, deren Flüssigkeitsmengen die Summe 
Null haben. 

10° 
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8 2. 

Wir untersuchen das Potential 0 eines Systems von Polen, deren 
einer die Coordinaton x, y, z und die Flüssigkeitsmenge g hat, in 
Bezug auf einen Pol, der die Coordinaten a, b, c hat und die Flüssig- 
keitsmenge / enthält, wobei die Einheit der magnetischen Flüssig- 
keitsmenge so gewählt sein soll, dass dieselbe auf eine ihr gleiche 
Menge in der Entfernung 1 die Kraft 1 ausübt. Dann ist: 


0-/ 7 
= (a — 2? +6 —W+(e— 2). 


Jene Pole sollen einen Magneten bilden oder einen Theil eines 
solchen, der aber eine ganze Zahl von agnenschen Molekülen ent- 


hält; dann ist: 
Ir=o 


Nehmen wir nun an, dass alle x, y, z unendlich klein sind gegen 
a,b,c, d. h., dass die Dimensionen des Magneten unendlich klein 
sind gegen seinen Abstand von dem Pol (a, 5, c) und dass der An- 
fangspunkt der Coordinaten im Magneten liegt oder ihm sehr nahe. 


Macht man: 
= a? + b?+c, 
so kann man dann setzen: 


1 1 | 
RR TR FE 
r e 0a ob ’ oc ”? 


und: 
a a4 de 
0m Dret a Dante De]. 
Die Grössen Das ; Duv, Du: ändern sich nicht, wenn 
das Coordinatensystem parallel mit sich selbst verschoben wird, da 


Du = () ist; sie hängen aber ab von den Richtungen der Achsen. 


Sei E eine Ordinate in Bezug auf ein zweites Coordinatensystem mit 
gleichem Anfangspunkte, so ist: 


BLENDE), 


Sie (2): Du + con (&y)- Yuy + cos (&2)- Zuz. 


Denken wir uns eine Grösse und Richtung m bestimmt durch die 
Gleichungen: 
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m — VD uz) + (Dur) + (Dez) 
Daum cos (m x); D’uy=m cos (m y); De: = m cos (mz), 
so wird demnach: 
Due —=mcos(m$), 


d.h. Du: ist ein Maximum (gleich »), wenn die Richtung » mit 
der von & zusammenfällt; es ist gleich Null für jede darauf senkrechte 
Richtung. Die Richtung m heisst die magnetische Achse, die Grösse 


m das magnetische Moment, *) D us, Duv ; Duz die Componen- 
ten des magnetischen Momentes nach den Coordinatenachsen. Be- 
zeichnen wir die letzteren durch «, ß, Y, so ist: 


si. gi Ä 
e e e 
0-1 He 
Die bisherige Entwickelung setzte ein Coordinatensystem vor- 
aus, dessen Anfangspunkt im Magneten liegt. Führen wir ein all- 
gemeines ein, sennen in ihm x, y, z die Coordinaten des alten 


Anfangspunktes, d.h. eines Punktes des Magneten, a, b, c die des 
Poles, r die Entfernung beider, so können wir setzen: 


er Er 2 
T Tr r 
ort dy PR) 
Wir merken eine Umformung an, die diesem Ausdruck gegeben 
werden kann. Es sind: 


| 
8 -- 


| 


1 
0° — 1) 
T Tr 
Ar Tr Ti 
die Componenten der Kraft, welche der Pol a, b, c ausübt auf einen 


Pol in x, y, z, der die magnetische Flüssigkeitsmenge 1 enthält; 
nennen wir sie A, B, C, so ist: 


oder auch: 
QO=—mRcos(mR), 


wenn R Grösse und Richtung der Resultante von 4, 2, C ist. 


*) Die im Manuscript des Verf. biefür ausserdem angeführte Bezeichnung 
„magnetische Intensität“ habe ich im Text unterdrückt, da dieses Wort jetzt 
gewöhnlich in anderem Sinne (Intensität des magnetischen Feldes) gebraucht 
wird. D. H. 
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8 3. 

Die Bedingung, dass der Magnet unendlich klein gegen seine 
Entfernung vom Pole sei, wird erfüllt, 1) wenn der Magnet endlich 
und die Entfernung unendlich gross, 2) wenn der Magnet unendlich 
klein und die Entfernung endlich ist. Wir werden es jetzt mit 
dem zweiten Fall zu thun haben. Wir denken uns einen endlichen 
Magneten; dr sei ein Element seines Volumens, das den Punkt 
x, y, z enthält, das aber eine ganze Zahl von Molekülen umfasst; 
der Ausdruck von Q giebt dann das Potential dieses Elements in 
Bezug auf den Pol a,d,c. Wir wollen /== 1 setzen, und die magne- 


tischen Momente (die wegen der Definition als Dez ; Dev, 


Diaz mit dr proportional sind) 
adı, Bdr, ydı, 


also a, ß, y die auf die Volumeneinheit bezogenen magnetischen Mo- 
mente nennen. Das Potential des ganzen Magneten, das wir nun 
mit 0 bezeichnen wollen, ist demnach: 


( at Fe at 

Tr T T 
[rt +). 
a, ß, y werden im Allgemeinen Functionen von x, y, z, und die 
magnetischen Momente des ganzen Magneten: 


feaz, [b«s, fra« sein. 


Fassen wir zunächst den Fall in’s Auge, dass «, ß, y constant 
sind, dass, wie ich das ausdrücken will, der Magnet gleichmässig 
magnetisirt ist. Durch Integration der Theile von O0 nach x, y, z 
erhält man, mit bekannter Bezeichnung: 


0—= — [* («cos (nz) + Beos (my) +7 co (n 2)) 


oder: 
0- m [cos mn), 


wenn m das magnetische Moment der Volumeneinheit und die Rich- 
tung der magnetischen Achse bedeutet. (0 ist also dargestellt als 
Potential einer Massenvertheilung auf der Oberfläche des Magneten; 
die Dichtigkeit in ds ist — mcos (mn). Diese Vertheilung lässt 
sich durch die folgende Betrachtung anschaulich machen. Man denke 
sich den Magneten in der Richtung von m um die unendlich kleine 
Grösse & verschoben; jedes Element ds bewegt sich dabei um s in 
der Richtung von »; der senkrechte Abstand der alten und der neuen 
Oberfläche am Orte von ds ist daher ecos (mn). Denkt man sich 
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den Zwischenraum zwischen den beiden Oberflächen mit magnetischer 
Masse von constanter räumlicher Dichtigkeit erfüllt, so erhält man 
eine Vertheilung, wie sie hier zu betrachten ist, bei der nämlich auf 
das Element ds eine Masse kommt, die proportional ist mit ds cos(m.n). 
Nur ist darauf zu achten, dass die unendlich dünne Schicht mit ne- 
gativer oder positiver Masse zu erfüllen ist, je nachdem sie inner- 
halb oder ausserhalb des ursprünglich vom Magneten erfüllten Rau- 
mes liegt. 

Man kann den Ausdruck von Q in dem Falle, dass «, ß, y con- 
stant sind, noch in eine andere bemerkenswerthe Form bringen. 


Es ist: 
FR 
0 [a (32 Fr +65 71J EP) 
also, wenn 
dr 
Val, 


gesetzt wird: 
0- (et +Bß + )- 


Es sei der Magnet eine Kugel vom Volumen X. Wir haben 
gesehen, dass das Potential einer Masse, die mit constanter Dich- 
tigkeit den Raum zwischen zwei concentrischen Kugelflächen er- 
füllt, in Bezug auf einen äusseren Punkt so gross ist, als ob die 
Masse in dem Mittelpunkte der Kugelfläche sich befände. Daraus 
folgt, wenn g, der Abstand des Poles a, db, c von dem Mittelpunkte 
der Kugel ist: 
vo - 
und: j 


Pad = a 


d. h. die Kugel wirkt auf einen äusseren Punkt so, wie ein unend- 
lich kleiner Magnet in ihrem mern mit den magnetischen 
Momenten der ganzen Kugel. 

Derselbe Satz gilt auch, wenn ee Magnet nicht eine volle Kugel, 
sondern durch zwei eoncentrische Kugelflächen begrenzt ist. Nehmen 
wir nun aber an, dass der Pol (a, d, c) in der Höhlung der Hohl- 
kugel liegt. Das Potential einer Masse, die mit derselben Dichtig- 
keit den Raum zwischen zwei concentrischen Kugelflächen erfüllt, in 
Bezug auf einen Punkt in der Höhlung ist, wie wir gesehen haben, 
constant; daher ist in dem bezeichneten Falle: 


V == const., also () = 0 
mithin auch die auf den Pol ausgeübte Kraft gleich Null. 
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8 4. 


Wir werden das Potential O auch zu betrachten haben in Bezug 
auf einen inneren Punkt eines Magneten. Dass O0 auch für einen 
solchen einen bestimmten Werth hat, trotzdem hier r verschwindet, 
d. h, dass die Elemente, für die r unendlich klein ist, unendlich 
wenig zu dem Integral beitragen, sieht man ein, wenn man statt 
x, Y, z Polarcoordinaten einführt, deren Anfangspunkt a,b, c ist*). 
Suchen wir 0; für den Fall einer gleichmässig magnetisirten Kugel 
vom Radius 2. Hier ist**): 


R 


v=4rlede+ IE 2x R? — 2"% 
Qo 


-22R— (a2 +0? + (2). 


WO &%y, Yo, Zu Aie Coordinaten des Kugelmittelpunkts bezeichnen. 
Daraus folgt: 


GE (al 2) +BL-W)+re-2)) 
und: 


80, 4x2 eg, 4r 00; 4r 
FT Wear Vaoı Zur; Yes VL Zar "Ye 5 


Diese Differentialquotienten sind also constant und behalten ihren 
endlichen Werth auch, wenn die Kugel unendlich klein ist. 
Das wollen wir benutzen, um einen Satz abzuleiten, der sich 
auf die Werthe von 
20, 20, 20, 
da’ 0b’ dc 
in dem Halle bezieht, dass der Magnet eine beliebige Gestalt hat 
und a, ß, y variabel sind. 
Wir denken uns eine Kugelfläche von dem unendlich kleinen 
Radius AR, die den Punkt (a, b, c) umgiebt, aber fest bleiben soll, 
wenn dieser Punkt unendlich wenig verschoben wird. Wir nennen 


*) Diese Untersuchung fällt mit der oben p. 17 angestellten zusammen. 
D.H. 

**) Wenn man durch den Punkt (a, db, c) eine concentrische Kugelfläche 
legt, so ist 9 die Samme der Potentiale der äusseren Hohlkugel mit den Ra- 
dien eg, und R, und der inneren Vollkugel mit dem Radius g. Ersteres Po- 
tential wird berechnet, indem man die Hohlkugel in concentrische Schichten o, 
de zerlegt und für jede Schicht das Potential in Bezug auf den Mittelpunkt 
bildet. D. H, 
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0, den Theil von 0, der von dem Inhalt dieser Kugel herrührt, Q, 
den anderen Theil von (0, so dass: 


0 en Q, + UPR 
Dann ist, wie wir wissen, 0, unendlich klein, also 0 == (,; aber die 
letzte Gleichung lässt sich nicht differentüren, es ist nicht 32 — 22 


da al nicht unendlich klein ist; wir haben vielmehr: 


Wenn die unendlich kleine Kugel als gleichmässig magnetisirt 
zu betrachten wäre, so könnten wir einfach die eben abgeleiteten 
Resultate anwenden. Es lüsst sich nun zeigen, dass man in der That 
in der unendlich kleinen Kugel von den Aenderungen von a, ß, Y 
absehen kann, sobald diese stetig sind. Wir denken uns (a, b, c) 
verschoben in der Richtung der x- Achse um die auch gegen R un- 
endlich kleine Grösse e, nennen Q,’ den Werth von Q, bei der neuen 
Lage von (a, db, c) und haben dann: 

29 _A-M. 
da 8 
Da nun allgemein; 


Er FE 
EN gti) 


so sind, wenn «&, ß, 9 endlich sind, Q,’ und Q, von der Ordnung 
von R (wie die Einführung von Polarcoordinaten zeigt). Sind aber 
&, ß, y unendlich klein von der Ordnung von ;, so sind Q, und Q, 
Qı —Qı 


? nicht grösser als von der 


von der Ordnung von iR, und 


Ordnung wir können dann &, von dem wir nur gefordert haben, 


dass es unendlich klein gegen R ist, so wählen, dass - unendlich 


klein ist (wir können z. B. e= Ryi setzen). Wenn nun a, ß, y 
variabel, aber stetig sind, so können wir jede dieser Grössen als die 
Summe einer Constanten und einer variablen unendlich kleinen Grösse 
darstellen. (Für diese letztere ist, wenn «, ß, y nach der Taylor’schen 
Reihe entwickelbar ist, welche Bedingung nur ausnahmsweise nicht 
2 

32 
dann als die Summe zweier Glieder, von denen aber das zweite nach dem 
eben bewiesenen Satze zu vernachlässigen ist; d. b. wir können bei der 


erfüllbar sein kann, # von der Ordnung von R.) Auch erscheint 


Berechnung von 20: &,ß,y als innerhalb der Kugel vom Radius A 


constant ansehen und mithin: 
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setzen, wo sich @, ß, y auf a, d, c beziehen. 
Wir haben also: 


00 4x 00 00 4% 00. 00 4x 90% 
tr art armart 


und das ist der Satz, den ich beweisen wollte. 


Dreizehnte Vorlesung. 


Magnetisirung eines Körpers durch äusseren Magnetismus, — Theorie von 

Poisson. — Coörcitivkraft. — Magnetisirung einer Eisenmasse. — Analogie mit 

eleotrostatischen Problemen. — Grenzbedingungen. — Eindeutigkeit der Lösung. 

Diamagnetismus, Ferromagnetismus. — Eisenkugel. — Magnetisirungsconstante 

unendlich gross. — Magnetisirung eines Ellipsoids durch eine constante magne- 

tisirende Kraft, durch Magnetpole im Endlichen. — Magnetisirungsconstante 
abhängig von der magnetisirenden Kraft. 


81. 


Wir wenden uns jetzt zu der Frage, welches der magnetische 
Zustand eines Körpers ist, der fähig ist, magnetisch zu werden, und 
auf den magnetische Kräfte ausgeübt werden, die von gegebenen 
äusseren magnetischen Polen herrühren. Die Theorie, die ich aus- 
einanderzusetzen habe, rührt von Poisson her. Ihre erste und wich- 
tigste Voraussetzung ist die, dass der magnetische Zustand des Kör- 
pers ausschliesslich von den magnetischen Kräften abhängt, die in 
dem betrachteten Augenblick auf ihn wirken, nicht aber von den 
Kräften, die früher auf ihn gewirkt haben. Diese Voraussetzung ist 
näherungsweise bei weichem Eisen erfüllt, um so näher, je weicher 
dasselbe ıst. Bei hartem Stahl ist im Gegentheil der magnetische 
Zustand als unabhängig von den darauf wirkenden Kräften, wenn 
diese nicht sehr gross sind, zu betrachten. Beim harten Stahl ist die 
sogenannte Coercitivkraft sehr gross, beim weichen Eisen sehr klein. 
Die Poisson’sche Theorie vernachlässigt die Coercitivkraft. Eine 
zweite Hypothese derselben bezieht sich auf die magnetischen Mo- 
mente einer Äugel, die dem Einfluss einer constanten magnetischen 
Kraft ausgesetzt ist. Ist die Substanz isotrop, so muss die magne- 
tische Achse der Kugel mit der Richtung der magnetischen Kraft 
zusammenfallen; Poisson nimmt an, dass mit dieser auch die Stärke 
der Magnetisirung proportional ist, dass also die magnetischen Mo- 
mente in Bezug auf die Coordinatenachsen gleich den Componenten 
der Kraft, multiplicirt mit einer Constanten, sind. Will man die 
Poisson’sche Theorie auf krystallinische Körper ausdehnen, so hat 
man anstatt dessen die magnetischen Momente der Kugel gleich 
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linearen homogenen Functionen der Kraftcomponenten mit constanten 
Coefficienten zu setzen. Beschränken wir uns aber auf die Betrach- 
tung eines isotropen Körpers, etwa einer Eisenmasse. 


8 2. 

Denken wir uns in der Eisenmasse eine unendlich kleine Kugel, 
in welcher der Punkt a, d, c liegt. Auf diese wirkt, wie leicht 
ersichtlich, eine constante magnetische Kraft; dieselbe rührt nämlich 
zum Theil her von den gegebenen äusseren Polen; das Potential 
dieser sei Y; die Componenten jenes Theiles sind dann: 

Be... er, 
0a’ ob’ dc 
Diese Grössen sind als constant zu betrachten, da die Kugel unend- 
lich klein ist. Zu dieser Kraft kommt eine zweite, die durch Q, be- 
dingt ist, wenn wir dieses Zeichen in der früheren Bedeutung 
gebrauchen, und deren Componenten: 


oder: 
= & 00 = ß Ren 00 iR 00 


— 


0b’ 3 ’ Aa de?’ 
also auch in der unendlich kleinen Kugel constant sind. Bedeutet 
p eine Constante, so ist also: 


ul EN), Bere - EN) 


yvp (= y— rn) 


oder, wenn 
p 
er 
3 p 
gesetzt wird: 
0 7] 
a=—x., B=— x; ee >, 
wo 
9=-V+9 


das magnetische Gesammipotential bedeutet. Hierzu ist zu fügen: 


7 
u r 
0m false), 
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wo x, y, z die Coordinaten von dr sind, und 9 sich auf diesen Punkt 
bezieht. Wir wollen zeigen, dass dieser Ausdruck sich verein- 
fachen lässt. 


In der Green’schen Gleichung: 


„f2I oV oU 0oV oU oV 


setzen wir: 
U=— xp, v-- 


und wenden sie an auf den Raum, den die Eisenmasse einnimmt, jedoch 
mit Ausschluss einer unendlich kleinen um (a,Db,c) als Mittelpunkt 
beschriebenen Kugel, wodurch der Werth des Integrales links nicht 
geändert wird. Das Flächenintegral über die Oberfläche der kleinen 
Kugel ist aber unendlich klein. Wir erhalten daher: 


-_. feleı . [4 49, 


wo das erste Integral sich auf die Oberfläche, das zweite auf den 

Inhalt der Eisenmasse bezieht. Dieser Ausdruck ist identisch mit 

dem für das electrische Potential, welches ein Körper hervorruft, 

wenn seine Oberfläche mit der Flächendichte « a 

‘mit der Raumdichte x 4 geladen ist. Daher gilt die Beziehung: 
AO —4Axxdp. 


Aus der Gleichung 


und sein Inneres 


g=0+P7 
folgt aber: 

Ip AO, 
also*): 

JIp—=0 

A0=0, 
und: 


Wie bei einem electrostatischen Problem ist also Q ein Ober- 
flächenpotential, d. h. es genügt im ganzen Raum der Gleichung 
A0 0, ist überall stetig und verschwindet im Unendlichen. 
Statt der Oberflächenbedingung O0 + F = const. tritt aber hier die 
Bedingung ein: 


on, on on 
oder: 5 > 
Q 00 (7) 
(+48)... uuery — 41x Ön,' 


*) Da bei allen bekannten Substanzen 1+4x=x_>0. D.H. 
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83. 

Durch diese Bedingungen ist Q eindeutig bestimmt; denn gäbe 
es zwei Lösungen 0’ und 0”, so wäre 0° — 0” auch ein Oberflächen- 
potential, welches dieselben Bedingungen erfüllen müsste; nur die 
Oberflächenhedingung lautet etwas anders, nämlich: 


2(0’— 0) 2(0’— 0”) 


0’ — 0” verschwindet nun stets, wenn wir nachweisen, dass für 
die Function Q sich der Werth O ergiebt, sobald Y == 0 ist, a. 
haben aber: 


al ur Du : 52) +) +6) 
Sen Se) 


wo das erste Raumintegral über die Eisenmasse selbst, das zweite 
über den unendlichen Raum ausserhalb derselben auszudehnen ist. 
Also ist, wenn V = (0: 


+ 4u2) [a:07. + fan — | 


nen C++) 1} 
a. far { d | 62) +) +(2)}- 


Da nun (1 -+4xx) positiv ist, so müssen in den beiden Rauminte- 
gralen die Differentialquotienten für jeden Punkt verschwinden, also 
"O0 m const. Diese Constante muss aber O sein, da 0 im Unendlichen 
verschwindet, also ist 0 stets 0, wenn V == (0) ist, es verschwindet 
demnach 0°— 0”, und Q ist im Allgemeinen eindeutig bestimmt. 

Führen wir statt des Potentials 0 des inducirten Magnetismus 
das Gesammtpotential p als unbekannte Function ein, so gilt für 
dieses, da an der Oberfläche 9 mit seinen Differentialquotienten 
stetig ist, also: 


av , av 
a 3m,» 
die Oberflächenbedingung: 
(1 +42) + 27 =0. 


Nehmen wir an, dass V von a Polen herrührt, so muss 
dabei im ganzen Raum /Yp = 0, @ mit seinen Differentialquotienten 
stetig sein, ausser an der Eisenoberfläche, wo nur @ stetig ist, und 


an den Polen, von denen Y herrührt, wo p, wie Y, unstetig wird. 
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Diese Bedingungen sind dieselben, wie die, welchen bei einem 
gewissen, auf stationäre electrische Strömungen bezüglichen Probleme 
das Gesammtpotential der freien Electricität zu genügen hat. Man 
hat bei diesem das Eisen und den umgebenden Raum sich als Leiter 
vorzustellen, die keine electrische Differenz mit einander haben, und 
deren Leitungsfähigkeiten sich wie (1 4 4x): 1 verhalten. An den 
Orten der Pole befinden sich Punkte, in denen Electricität aus- oder 
einströmt; ist » die magnetische Flüssigkeitsmenge eines Poles, so 
strömt aus dem entsprechenden Punkte eine mit x proportionale 
Electrieitätsmenge in der Zeiteinheit in den betrachteten Raum aus. 

Bei den meisten Körpern ist x ein sehr kleiner Bruch: bei den 
diamagnelischen ein negativer, bei den paramagnetischen oder ferro- 
magnetischen oder magnetischen ein positiver. Darf man x als un- 
endlich klein ansehen, so verschwindet 0 gegen Y und man hat: 
ds oV 


ver r on, 


Beim Eisen dagegen haben sich aus Versuchen von W. Weber Werthe 
von % zwischen 5 und 25 ergeben. 


‚4. 

Berechnen wir O für eine Zisenkugel vom Radius 1. Es reicht 
aus, dass Y für die Oberfläche der Kugel gegeben ist, da hierdurch 
auch der Werth im Innern bestimmt ist. Die Entwickelung von F 
an der Oberfläche nach Kugelfunctionen sei: 

V=VY, + +. + 
Dann ist, wenn e den Abstand eines Punktes vom Mittelpunkt be- 
zeichnet, für alle inneren Punkte: 


Merten ten te Heat 
und an der Oberfläche: 


Dem entsprechend setzen wir: 
0-9, +9+09+ 
019 +e9 +9. + 
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Die Gleichung: 


giebt daher, unter Benutzung des Satzes, dass die Entwickelung nach 
Kugelfunetionen eine eindeutige ist: 


Vn Vv 
u — 2n 0, ea— ! ... 
+1 19 1 3° 
+ N Am“. | vr 


Mit derselben Vollständigkeit kann man O finden für eine Hohl- 
kugel, die durch zwei concentrische Kugelflächen begrenzt ist. Hier 
muss man aber P und O in dem vom Eisen eingenommenen Raume 
nach auf- und absteigenden Potenzen von e entwickeln, Q in der 
Höhlung nach aufsteigenden, im äusseren Raume nach absteigenden.*) 

Bei der massiven Kugel hat bei der Grössenordnung, von der x 
beim Eigen ist, sein genauer Werth wenig Einfluss auf 0. Man kann 
hier näherungsweise x = oo setzen. Dasselbe wird erlaubt sein bei 
einer anderen Form des Eisenkörpers, wenn nur alle Dimensionen 
desselben von derselben Ordnung sind. Wird aber x = oo, so wird 
die Grenzbedingung für . nach E 157: 


n +; nn 
d. h. lg 
0+V = const,,**) 

unsere magnetische Aufgabe wird demnach identisch mit einer elec- 
trostatischen. Die Constante bei dieser ist dadurch bestimmt, dass 
der Leiter keine freie Electricität enthält; denn bei der magnetischen 
Aufgabe ist Q ein Potential von Massen, deren Summe gleich 0 ist; 
dieselbe Eigenthümlichkeit muss daher Q auch bei der entsprechenden 
electrischen Aufgabe haben. Hat man die electrische Aufgabe gelöst, 
also O0 bestimmt, so hat man, um die magnetischen Momente «, ß, 
zu finden, noch eine Rechnung durchzuführen. Es ist, nach p. 166: 


PX) 
au — nit; p=— x; 
0 
ya-ıl; 99-740. 


*) Q ist dann das Potential zweier Flächenschichten, die auf den beiden 
Grenzflächen der Hohlkugel ausgebreitet sind. Y kann auch von solchen Polen 
herrühren, die sich im inneren Hohlraum befinden. D. H. 

**) gültig an der Oberfläche und im Innern des Eisenkörpers. Dies folgt 
aus dem Satze: 


/@ 2) + (2 + = fr ara (vr > ds, 


weun man dann g=(Q0-+ YV setzt. D. HA. 
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Bevor nun x == oo gesetzt wird, führen wir eine neue Variable ein 
durch die Gleichung: 


j y=XxXD9. 
Dann ist: s ; 
v. Yy 
ji m’ ö Te 
Ferner, wegen der Eigenschaften von e 
Ay—0, und tn - — 4208, 
; 


woraus, de 0 bekannt ist, % im Re des Eisenkörpers bestimmt 
werden kenn, bis auf eine additive Constante, die auf die Werthe 
von &, ß, y keinen Einfluss hat. 

Insofern x == oo gesetzt werden kann, gelten einige merkwürdige 
Sätze für die Wirkung eiserner Hohlkörper von beliebiger Gestalt 
(die ihre Analoga bei der Electricität haben). 

Ist der Hohlkörper durch äussere Pole magnetisirt, so hebt er 
die Wirkung dieser auf innere Pole gerade auf; auf äussere wirkt er 
so, als ob er voll wäre. Ist er durch innere Pole magnetisirt, so 
hebt er die Wirkung dieser auf äussere gerade auf, und seine Wirkung 
auf innere ist unabhängig von seiner äusseren Oberfläche. 

Ist er durch äussere Pole magnetisirt, so können wir O finden, 
ohne auf die innere Fläche Rücksicht zu nehmen; wir brauchen O 
nur als Potential von Massen, die auf der Bush Fläche liegen 
und deren Summe gleich O ist, so zu bestimmen, dass hier 


O-+ V m const. 

ist. In der Höhlung ist dann auch 
9m 0 + V = const., 

also die Kraft = 0. Ist der Körper durch innere Pole magnetisirt, 
so finden wir das O, das allen Bedingungen genügt, indem wir für 
die innere bofüche: —_— 

9y=0+V/—0 
machen. Es ist dann nämlich für den ganzen äusseren Raum 9 == (0), 
also für irgend eine die innere Oberfläche umschliessende Fläche 


Sa? 0; 


es ist für dieselbe aber auch 


oV 
fen 
Sas?2 —=U), 


*) Da die Summe aller inneren Massen, die zu Y beitragen, == 0 ist. 
D. H. 


also 


Kirchhoff, Eleotricität. 11 
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d.h. 0 ist ein Potential von Massen, deren Summe = 0 ist. Daraus, 
dass im ganzen äusseren Raume p — 0 ist, folgt, dass der Hohlkörper 
die Wirkung der magnetisirenden Pole nach aussen gerade aufhebt; 
daraus, dass bei der Ermittelung von 0 die äussere Fläche gar nicht 
betrachtet zu werden braucht, dass diese von keinem Einfluss auf die 
Kräfte in der Höhlung ist. In dem einen, wie in dem anderen Falle 
sind die Werthe von «, ß, y aber wesentlich von der zweiten Ober- 
fläche bedingt. 

Ist der Hohlkörper sehr dünn, so gelten die erwähnten Sätze 
auch nicht näherungsweise. Im Falle einer Hohlkugel kann man aus 
den Formeln ersehen, wie die Abweichung von ihnen wächst, wenn 
die Dicke abnimmt. 


85. 

Kehren wir noch einmal zu den Formeln zurück, die wir p. 160 
für eine volle Kugel und einen beliebigen Werth von x aufgestellt 
haben. Wenden wir sie auf den einfachsten Fall an, indem wir V, 
gleich einer Kugelfunction erster Ordnung, d.h. gleich einer linearen 


homogenen Function der vom Mittelpunkt der Kugel gerechneten 

rechtwinkligen Coordinaten a, b,c setzen. Machen wir: 
V=0o/,=—-AJIa—fYb— Ze, 

wobei dann A’, F, Z die Componenten der constanten magnetisirenden 

Kraft bedeuten. Es sind dann auch Q und @ Kugelfunctionen erster 

Ordnung und Q,, 9, lineare homogene Functionen vona,b,c. Aus: 


Yv 
(Ge — ur g=0+P 
ur 
folgt dann: a 
(Ge — er ) p 4 
Ehe ss 
wu —— (4a + Fb+ Ze) 
+ Fu 
z B x y x 
[=] , EB , an 
ey a: er 


Die Kugel ist also gleichmässig magnetisirt. 
Ich will die Richtigkeit dieses Resultats noch a posteriori nach- 
weisen, nämlich zeigen, dass wir unseren Gleichungen: 


genügen können, wenn wir die Kugel als gleichmässig magnetisirt 
annehmen, also: 
= —- aa — BPb— yc— 6 
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setzen, wo a, ß, Y, d Constanten bedeuten. Unter dieser Annahme 
ist, wie wir früher, p. 151, en haben: 


02 
0—-— (a +B F+r 2), 
wo Q& das Potential des Eisenkörpers bedeutet, wenn dieser mit 
Masse von der Dichtigkeit 1 erfüllt gedacht wird, in Bezug auf 
(a,b,c). Für eine Kugel vom Radius R ist aber, wenn der Anfangs- 
punkt der Mittelpunkt ist, nach der Berechnung p. 152: 


A=2zR (+04, 
Bildet man mit Hülfe hiervon den Werth von 0, und substituirt 
ihn, so wie die Werthe von 9, und P, in die Gleichung: 
9=0-+P, 
so erhält man, nach Multiplication mit «: 


0-a(r2-(14% *)a)+d (Fr — 1+7 )ß) 
+e(#2—-(1+ 7%) Kun 


m er, ‘= 0. 
A ı+ er % 

Diese Betrachtung berechtigt zu dem Schlusse: Giebt es ausser 
der Kugel noch einen Körper, für welchen 2, gleich einer Function 
zweiten Grades von a,b,c ist, so wird ein Eisenkörper von dieser 
Gestalt durch eine constante magnetische Kraft gleichfalls gleich- 
mässig magnetisirt. In der That wird man dann unseren beiden 
Grundgleichungen auch genügen können, indem man 9 einer linearen 
Function von a,b, c gleichsetzt. 


8 6. 

Die verlangte Eigenschaft hat nun jedes Zilipsoid. Der kürzeste, 
von Dirichlet herrlihrende Beweis dieses Satzes ist der folgende*), 
Es sei: 

: 2 gi 
3tFtan 
die Gleichung des Ellipsoids; dann lässt sich zeigen, dass 


*) Vgl. Kirchhoff, Mechanik, p. 215. 
11? 
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se. ie 
nf 241 B+ı @+i 
 VAaAFyHBeryOo+n 


y° 
2 ee di 24 442 B+ı Ort Pi ori 
2 , VAFICBFI).CHI) 


wo u die einzige vr. Wurzel der Gleichung: 


mtr. 
Hierzu ist nur nöthig zu zeigen, dass dieses 2 mit seinen ersten 
Differentialquotienten im ganzen Raume stetig ist, dass 
2u=—-An, 9.0, 
und dass 2, im Unendlichen verschwindet; diese Eigenschaften muss 
nämlich das gesuchte Potential haben, und es giebt nur eine Function, 
die sie hat. 
Es ist nun: 
9 di 
Ge PrABOR N EDVETNEFCHN 


OD 1 
nen ++’ 


da der von der Veränderlichkeit von % herrührende Term wegen der 
Gleichung für v verschwindet. Daraus folgt, dass 

oa 20 2m 

0x’ oy’ 08 
bei u = 0 stetig sind; dass 2 selbst es ist, sieht man unmittelbar 
aus den Ausdrücken für 2, und 2,. Man hat ferner: 


® . 
nr EIER REUERENEERR 1. EHRE CIE BENETERERN 
ER (42 + 1) V(AT + a) (BE + 2) ( +4) 


0° a 1 
Ge 2RABC Ge VRR FNOHe (FB) “) 
(At + 2) VA? + a)(Bt + 2)(0 42) 
Erwägt man, dass: 
1 dee 1 + 1 ) di 
J@rt+trHmtoen)Jarmergern 
2 


- VNArHB+YcH+nN’ 
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so folgt: ER vn 


Ferner hat man, wie p. 
Fa o. 22 
(ar + wi Tora a , 
Fa u _ 27 
(rt in tor) Br 
Ti ou _ 25 
+ an + 0) u 
woraus durch Multiplication mit 
x y 8 
Ar7u’ Bruw Cru 
und Addition .. 


—YL s 
Ars = + DB + u r + + 
Mit Benutzung hiervon ergiebt sich: 


um? 


ARNO. 
Dass endlich 
2.=0, 
folgt daraus, dass _ 
Un == 00. 


Hiernach ist für einen Punkt (x,y,z) im Innern eines Ellipsoids 
mit den Halbachsen 4A, 2, €: 


ed —z:(h x’ + By? + 002°), 


wo: 


AS IBADE| en 

(4 +1) Y(A® + 21)(B? +2) (0 + 2) 
B, = 2zABC ÜESBPIRTHIEREEE...1.. SEHE WE EENERERENR 
| B’+VA+NB+ICHN 


c, DS TEEN 
+ VAR (CB HN (CH) 


Nun handle es sich um den magnetischen Zustand, den das 
Ellipsoid erhält, wenn: 
V,= — Xa— db — Ze. 


Unter der Voraussetzung, dass dasselbe gleichmässig magnetisirt ist, 


hat man: „se -n 
Ge — u 2b Ez 7) 


ad f BB,d + 9,0,6 
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und 
au —aa— bb —yc—d6. 
Der Gleichung 9 = 0 + V wird für alle Werthe von a, d, c genligt, 
wenn 


«X xY 
& “= DIA’ P=- 17,8’ 
aZ 
aa N. 
Das Potential des magnetisirten Ellipsoids in Bezug auf einen 
äusseren Punkt ist — 


«Y «Z me 
.- 9a tır«s - + IF, fl 


87. 

Sehr viel schwerer ist das Problem, den magnetischen Zustand 
eines Ellipsoids zu bestimmen, das durch Pole, die im Zndlichen 
liegen, magnetisirt ist. Aber auch für diesen Fall lassen sich die 
magnetischen Momente des ganzen Ellipsoids (die für die Messung 
besonders geeignet sind) leicht angeben. Es wird ausreichen zu 
zeigen, wie man diese Momente findet, wenn ein beliebig gelegener 
Pol wirksam ist; denn wirken viele Pole, so sind die magnetischen 
Momente die Summen derjenigen, welche die einzelnen Pole hervor- 
bringen. 

Ich beweise zu diesem Zwecke den folgenden Satz: Das Potential 
einer beliebig gestalteten Eisenmasse, wenn sie magnetisirt ist durch 
einen Pol 1, in Bezug auf einen Pol 2, ist gleich dem Potential der- 
selben Eisenmasse, wenn sie magnetisirt ist durch den Pol 2, in 
Bezug auf den Pol 1. 

Ich bezeichne die Grössen Y, O0, @ für den Fall, dass der Pul 1 
der magnetisirende ist, durch Y,, 0,, @,, für den Fall, dass der 
Pol 2 der magnetisirende ist, durch P,, 0Q,, $,, die Flüssigkeits- 
mengen der Pole durch #,, #,, ihre Entfernungen von einem vari- 
ablen Punkte durch r,,r,, so dass: 


y- Bi. ve. 
1; 
Es ist daher: 
d 
et ren. 

Die zweite dieser Gleichuugen giebt dabei für jede beliebige 
Lage des variablen Punktes das Potential der Eisenmasse in Bezug 
auf diesen Punkt an. Wir können sie benutzen, um das Potential 


der durch den Pol 1 magnetisirten Eisenmasse in Bezug auf den 
Pol 2 zu finden. Bezeichnen wir dieses durch Q,,, 80 ergiebt sich: 
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ds 09 
2% fr Pre Er 


ee Te u y DIE 2 2 


r on 


In Folge der ersten ümer Gleichungen wird: 
I, a9, = ” ‚[as0, 2 oM. 


Mit Hülfe der zweiten transformiren wir das zweite dieser Integrale 
in ein Doppeliutegral. Dann erhalten wir: 


dsd 1 
I, = [asp 2a — af [erde a m, 
wo ds, ds’ zwei Elemente der Oberfläche, r ihre Entfernung be- 
zeichnet, and or ‚sich auf das eine, 09 sich auf das andere Element 


Nun ist aber auch: 


bezieht. Nun = da im Innern der — 
== () 


09 = ’ 
Sass. 2%: - Zn dsp, es 2) 


Daraus folgt, dass der Ausdruck für Q,, ungeändert bleibt, wenn man 
die Indices 1 und 2 vertauscht; dass also: 

O2 Or 
ist, wie zu beweisen war. 

Diesen Satz wenden wir auf den Fall an, dass die Eisenmasse 
unser Ellipeoid ist, der Pol 1 im Punkte a, 5b, c sich befindet nnd 
&, == 1 ist, der Pol 2 in der Unendlichkeit liegt und die Kräfte X, 
Y, Z auf einen im Endlichen liegenden Pol, der die Flüssigkeits- 
menge 1 enthält, ausübt. Dann ist, wie wir oben gefunden haben: 

„X 08% 4 WA 08 
O1=—lırsa da t ıiEGE a ne er 

Bezeichnen andrerseits («), (ß), (7) die magnetischen Momente 
des durch den Pol a,b, c magnetisirten Ellipsoids, so ist nach dem 
p. 149 gefundenen Resultate**): 


nel) LH+AFH+INZ). 
Die Vergleichung dieser beiden Ausdrücke ergiebt: 


% 08, * 282. % 082 
(a) = —-—- I+xA, da ) N -}iz xB, cb ’ (+) = 1+ xC, de 


°) - fü 9, ee a): 


0x 6% öy 0y cs 08 
D.H. 
*®) Die Dimensionen des Ellipsoids sind unendlich klein gegen die Ent- 
fernung vom Pol 2. D.H. 
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88. 
Die gemachten Auseinandersetzungen beruhten auf der Annahme, 
dass x eine Constante ist. Die Versuche haben aber gezeigt, dass 
beim Eisen x erheblich mit der magnetischen Kraft variirt.*) Denken 
wir uns eine Eisenkugel unter dem Einfluss einer dem Raume nach 
constanten magnetisirenden Kraft. Halten wir die Voraussetzung 
fest, dass das Eisen isotrop ist, so muss die magnetische Achse mit 
der Richtung der magnetisirenden Kraft zusammeufallen; die Stärke: 
der Magnetisirung ist aber thatsächlich nicht, wie wir bisher an- 
genommen haben, mit der Grösse der Kraft proportional. Durch 
Betrachtungen, wie wir sie oben p. 156 durchgeführt haben, finden 
wir auch hier, wenn wir 


(23 we: 
r r r 
9=-0+7 


und 

setzen, 
& & 

re), rl, Terre 


0 
am —x7,, B=—xs, ya—.i 
% EZ ’ 


wo aber » und x nicht constant, sondern abhängig sind von der 
Grösse der magnetisirenden Kraft, d. h. Functionen von: 


Oyp\? Op\? Ip\2 
va+ + 
ist x (und dadurch auch p) als Function dieser Grösse bekannt, so 
dienen die Gleichungen: 


9=-V/-+09 


(8? 0: Ps 
- 
RR PB Fr de + E77 +5 :) 


zur Bestimmung der beiden unbekannten Functionen 9, Q. 
In den Fällen, in denen die Annahme x == const. zu einer 
Lösung führt, bei der: 


2) + % "+ (GE) const., 


*, Vgl. Kirchhoff Crelle's Journal 48, p. 348, 1868. Ges. Abhandlungen 
p. 217. 
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befriedigt diese auch die jetzt aufgestellten allgemeineren Gleichungen. 
Hierher gehört der Fall eines Ellipsoids, das einer constanten magne- 
tisirenden Kraft unterworfen ist. Auch bei Rücksicht auf die Ver- 
änderlichkeit von x gelten für diesen Fall also die früher auf- 
gestellten Formeln und erlauben die Werthe von x& aus geeigneten 
Messungen zu berechnen. Solche Messungen sind zuerst von 
W. Weber ausgeführt, freilich an einem Eisenstäbchen, das nur 
näherungsweise als Ellipsoid angesehen werden kann. Es ergab sich 
(in runden Zahlen), dass « von 25 bis 5 abnahm, wenn 


Op\? , (0y\? , (dyp\? 
v 5) + (55) + (5) 
vom 150fachen bis zum 1000fachen der horizontalen Componente 
des Erdmagnetismus in unseren Gegenden wuchs. 
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Kräfte zwischen permanenten Magneten und magnetisirten Eisenstäcken. — 
Bestimmung des Potentials mittelst eines Maximalproblems. — Magnetische 
Energie. — Magnetisirbare Flüssigkeit. — Rückkehr zur Electrostatik, — Polari- 
sirbares Dielectricum. — Auffassung eines Leiters als Dielectricum mit unendlich 
grosser Dielectricitätsconstanten. — Electrische Energie. — Messung der Dielectri- 
citätsconstanten. — Dielectricum begrenzt von Leitern. — Electrisirte Leiter in 
einer dielectrischen Flüssigkeit. — Scheinbare electrische Ladung. — Wahrer 
Werth der Dielectricitätsconstanten. — Kräfte zwischen den einzelnen Elementen 
der Körper. — Faraday’s Theorie der Vermittlung aller Wirkungen durch das 
zwischenliegende Medium. — Druck- und Zugkräfte in demselben. 


8 1. 


Wir wollen jetzt die Kräfte berechnen, mit denen permanente 
Magnete und Eisenstücke, die durch diese magnetisirt sind, auf ein- 
ander wirken.”) Es seien permanente Magnete und Eisenmassen, 
durch einflusslose Lufträume getrennt, vorhanden; V sei das Poten- 
tial der permanenten Magnete, Q das der Eisenmassen, und das 
Gesanmtpotential: 

g=r/r-+0. 


Dabei soll nicht ausgeschlossen sein, dass auch der magnetische 
Zustand der Magnete durch Induction geändert wird. Jeder Magnet 
trägt dann einen Theil zu Y und einen Theil zu © bei. 

Der bequemeren Darstelluug wegen werde angenonmen, dass 
jeder Magnet und jeder Eisenkörper stetig, in dünner Schicht, in die 
Luft übergehe, so dass Y und Q, also auch 9, mit ihren ersten 
Differentialquotienten im ganzen Raume stetig sind. Die Uebergangs- 
schichten sollen zu den Magneten und den Eisenkörpern gerechnet 
werden. In die Unendlichkeit soll sich weder ein Magnet noch ein 
Eisenkörper erstrecken. 

Aus der allgemeinen Gleichung p. 156 **) 


*) Vgl. Kirchhoff, Ber. d. Berl. Acad. .28. Febr. 1884. Wied. Anr. 24, 

p. 52, 1886. 
*®) Die Integration kann auch über den Luftraum erstreckt werden, da für 
disen x=0. D. H. 
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„ar ot 7) 
Erna en % F77 + 
folgt dann durch partielle Integration, wenn man berücksichtigt, dass 


das entstehende Oberflächenintegral unserer Annahme wegen ver- 
schwindet: 


of (2@ 2) + 2, nun 


AO m — 4n 12@39)+ 263 2) 23) 
und daher, da: 


also: 


20-49 —-4V, 
AlEz ori: 2 [1 +40) 28 
+ la +42) - ar=0. 


Diese zur Bestimmung von @ dienliche Gleichung lässt sich 
durch die Bedingung ersetzen, dass ein gewisser Ausdruck ein Maxi- 
mum oder Minimum werde. Man erkennt dies folgendermassen : 

Es sei öp ein unendlich kleiner Zuwachs der Function @, der 
selbst, wie diese, mit seinen ersten Differentialquotienten überall 
stetig ist und in der Unendlichkeit verschwindet; man multiplicire 
die letzte Gleichung mit öpdr und integrire über den ganzen Raum. 
Durch Barnes Integration erhält man dann: 

0 jarfonar tu tem Gr gr arten) 


oder: 
0 = a) 
wenn: 


, nn f) op\? op\? 
ii: ae} PART (D+l@)+& )} 
gesetzt wird. 
Es ist & also uuter den angenommenen Bedingungen ein Maxi- 


mum, da, wenn p um dp wächst, 2 um: 


-f er] 


also um etwas Negatives zunimmt. 
Wir können die Grösse 2 noch anders darstellen, wenn wir 


4 Hierbei ist Y und x als gegeben und unveränderlich zu betrachten. 
D. H. 
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benutzen, dass @ der obigen partiellen Differentialgleichung genügt). 
Durch Multiplication derselben mit pdr und Integration erhält man 
auf analogem Wege: 


0 de |paV + (1+ 42%) (+ + Gy). 


woraus folgt: 


a [at 


fe He] 5] 


Wir schreiben nun den Ausdruck von 3% anknüpfend an die 
erste Definition in folgender Form**): 


a—— [ar or + (C++) ni 


Dieses 2 bleibt also ungeändert, wenn die Function RER 
unendlich wenig geändert wird, vorausgeseizi, dass die geometrischen 
Verhältnisse dabei ungeändert bleiben. 


82. 


Wir wollen nun den Zuwachs 8% berechnen, den 2 erfährt, 
wenn die Magnete und Eisenkörper in irgend einer Weise unendlich 
wenig verrückt werden. Bei einer solchen Verschiebung ändert sich 
der magnetische Zustand der Eisenkörper. Den Zuwachs d2 können 
wir gleichsetzen dem Zuwachs, den 2 durch die Verrückung erfährt, 
wenn bei derselben der Magnetismus jedes materiellen Punktes aller 
Magnete und Eisenkörper ungeändert bleibt, 4 dem Zuwachs, den 2 
dadurch erleidet, dass dann p die der neuen Lage entsprechende 
Function wird. Dieser zweite Theil ist aber gleich Null; so ist ja gerade 
2 gewählt. Wir haben also #2 gleich dem Zuwachs zu setzen, den 
% durch die Verschiebung der Körper erfährt, wenn für jeden 
materiellen Punkt Ay (d.i. — 4x mal der Dichtigkeit der magne- 
tischen Flüssigkeiten) constant bleibt. Für alle Theile der Luft ist 


®) Durch diese Umformung geht aber die soeben bewiesene Eigenschaft 

von 82 verloren, da das variirte 9 der Differentialgleichung nicht mehr zu 
genügen braucht: D.H, 

*) Wird erhalten aus dem ursprünglichen Ausdruck von 2 durch partielle 
Integration über das Glied: 


+) 
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vor der Verschiebung, also auch nach derselben Ip = 0, AV == 0 
und x. 0; das für 2 zuletzt aufgestellte Integral braucht also bei 
der Berechnung von 82 nur über die Magnete und Eisenkörper aus- 
gedehnt zu werden. Für einen jeden von diesen denken wir uns 
ein besonderes, in ihm festes Coordinatensystem eingeführt. Für 
jedes Körperelement behalten dann x,y,z bei der Verschiebung die- 
selben Werthe, und das auf gewisse Werthe von x, y, z bezogene Ip, 
AV und x bleibt gleichfalls ungeändert. Man hat daher: 


AV Ip 

IN a — Sarlao 7 — 29 38 
D08p , dydto , 09 089 
ala: det av ou + 9a } 


wo die Summe aus so vielen Gliedern besteht, als Magnete und Eisen- 
körper vorhanden sind, und in jedem die Integration über einen 
solchen auszudehnen ist. Da nach unserer Annahme für jeden Eisen- 
körper und jeden Magneten in der Oberfläche x = 0 sein soll, so ist 
für jeden dieser Körper: 


_ » 2dg | 00 dio dp 289 
far @8 Du de T ay au 7 Ds Ds 


— +farsp(&(« °®) + @3 2) + 7% =) : 


oder nach der partiellen Differentialgleichung p. 171 


en 
Es ist aber”): 
9 I fire dp’ 
9-—jar E26) 
If 3ß), 


wo die eine Integration über einen Körper und die zweite über einen 
anderen Körper auszudehnen, und in Beziehung auf den ersten, und 


ebenso in Beziehung auf den zweiten die Summe über alle Körper 
zu nehmen ist. Dieser Ausdruck stellt aber die Arbeit dar, die 


) DIES und —4sk = dp. 


Daraus folgt: 


also: 


und: 


*) Da 


D.H, 
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fremde Kräfte der magnetischen Anziehung entgegen leisten müssen, 
um die Verschiebung, auf die sich das Zeichen & bezieht, zu be- 
wirken. Es ist daher, abgesehen von einer additiven Constanten, & 
die Energie des Systems für die verschiedenen Zustände, in die es 
durch Verrückung der Körper gebracht werden kann*). 


8 3: 

Ich habe von Eisenkörpern gesprochen; offenbar gilt das Gesagte 
auch, wenn statt dieser andere magnetisirbare Körper vorhanden sind. 
Haben wir eine magnetisirbare Flüssigkeit, z. B. die Lösung eines 
Eisensalzes, so können die Magnete in diese eingetaucht oder unter- 
getaucht sein. Auch in diesem Falle gilt der eben aufgestellte Aus- 
druck für die Energie des Systems und mit seiner Hülfe kann man 
die — durch die magnetisirbare Flüssigkeit modificirte — Kraft, die 
die Magnete auf einander ausüben, berechnen, durch die äussere 
Arbeit, die man aufwenden muss, um ihre Lage zu ändern. 

Dass dieser Ausdruck für die Energie auch dann gilt, geht aber 
nicht unmittelbar aus unseren Betrachtungen hervor, weil diese vor- 
auszetzten, dass die einzelnen magnetischen Körper bei ihren Be- 
wegungen ihre Gestalt nicht ändern, die Theile der Flüssigkeit aber 
in dem gedachten Falle ihre Gestalt ändern müssen, wenn die Magnete 
in ihr verschoben werden. Dass die Energie auch dann den ange- 
gebenen Ausdruck hat, davon überzeugt man sich, wenn man die 
Verrtckung auf dem folgenden Wege sich vorgenommen denkt. Man 
zerschneide die Flüssigkeit in geeigneter Weise in Theile, die einzeln 
ohne Gestaltsänderung von den Magneten entfernt werden können *”); 
in den Schnitten bilden sich dabei unendlich dünne Schichten 
von Luft (oder einer anderen nicht magnetisirbaren Substanz). Man 
entferne die Theile der Flässigkeit in die Unendlichkeit***), bewege 
die Maguete in der beabsichtigten Weise, ändere die Gestalt der 
Flüssigkeitstheile so, dass sie bei der neuen Lage der Magnete auf 
diese passen, führe dieselben an die Magnete heran, und lasse die 
Luftschichten zwischen ihnen verschwinden. Bei der Bildung und 
bei der Aufhebung der Luftschichten wird der magnetische Zustand 
der Flüssigkeit nicht geändert; denn nach den Eigenschaften von 
Flächenpotentialen ist an beiden Seiten einer solchen unendlich dün- 
nen Luftschicht @ mit seinen Differentialquotienten stetig. (So ändert 


*) Die von den magnetischen ponderomotorischen Kräften geleistete Arbeit 
beträgt mithin: — 82, und da die Verrückung beliebig ist, so sind hiedurob 
auch die Kräfte selber bestimmt. D. H. 

**) Dabei bleiben die p. 170 angenommenen Uebergangsschichten von 
Magnet zu Flüssigkeit mit den Magneten fest verbunden. D. H. 

»e*) So dass ihr magnetischer Zustand in jedem Augenblick den Gesetzen 
der magnetischen Induction entepricht. D. HB. 
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auch ein Sprung in einer Eisenmasse, wenn er nur unendlich dünn 
ist, nicht den in ihr inducirten Magnetismus.) Bei der Bildung und 
bei der Aufhebung der Schichten ist daher keine Arbeit aufzuwenden. 
Bei der Aenderung der Gestalt der Flüssigkeitstheile ausserhalb des 
magnetischen Feldes ist auch keine Arbeit aufzuwenden;; durch diese 
Operationen wird also die Energie des Systems nicht geändert. Die 
Aenderungen der Energie, die in Folge der Bewegungen eintreten, 
sind aber nach der aufgestellten Formel zu berechnen; dieselbe gilt 
daher auch für den jetzt betrachteten Fall. 


84, | 

Wir kehren jetzt noch einmal zur Zlectrostatik zurück. Wir 
haben bisher angenommen, dass electrische Kräfte durch Nichtleiter 
hindurch wirken, ohne in ihnen irgend eine Veränderung hervor- 
zubringen. Gewisse Erscheinungen, auf die Faraday zuerst aufmerk- 
sam gemacht hat, haben aber zu dem Schlusse geführt, dass in einem 
“ Nichtleiter die elecirischen Flüssigkeiten durch electrische Kräfte 
gerade so bewegt werden, wie durch magnetische Kräfte die magne- 
tischen Flüssigkeiten im Eisen oder in einem anderen des Magnetismus 
fähigen Körper. Insofern dies in einem Nichtleiter geschieht, nennt 
man ihn dielecirisch, ein Dielectricum. Die Theorie der Vertheilung 
der Electrieität in einem Dielectricum ist genau dieselbe, wie die der 
Vertheilung des Magnetismus im Eisen; nur wird x dort als constant 
betrachtet. Es wird 1 + 4»x die Dieleciricitäisconstante genannt. 

Einem permanenten Magneten entspricht dabei ein Nichtleiter, des- 
sen Theilen Mengen freier Electricität zugeleitet sind, die an den 
Orten bleiben müssen, an denen sie einmal sich befinden, Dabei 
fällt hier noch eine Beschränkung fort, die bei einem Magneten statt- 
findet: Bei dem ganzen Magneten ist die Summe aller magnetischen 
Flüssigkeitsmengen gleich Null, bei dem electrischen Körper kann 
dagegen die Summe aller Mengen freier Electricität von Null ver- 
schieden sein. Es fragt sich noch, wie ein Zeiter anzusehen ist, 
wenn man die Parallelle zwischen den magnetischen und den elec- 
trischen Erscheinungen aufrecht erhalten will. Die Antwort auf diese 
Frage ist, dass ein Leiter als ein Nichtleiter anzusehen ist, bei dem 
x «= 00*). Betrachten wir die Grössen «, ß, y, die wir die elec- 
trischen Momente, bezogen auf die Volumeneinheit, zu nennen haben, so 
ist, nach p. 156: ’ 

9 


dp 
am — 72 Pu zg ul Fr 


Diese müssen endlich bleiben, wenn x = oo wird, und daher 
muss zein: p == const. 


*) Dieser Satz gilt natürlich, ebenso wie die nächstfolgenden Betrachtungen, 
nur für Zustände electrischen Gleichgewichts. Vgl. auch p. 160, D. H. 
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Das aber ist die für einen Leiter gültige Gleichung. 

Der Satz, dass keine freie Electricität sich im Innern des Leiters 
befindet, gilt nur, wenn er auf gewisse Weise aufgefasst wird. Es 
kann, wie eben gesagt, freie Electricität in’s Innere gebracht sein 
und diese bleibt dann hier, welche Einwirkungen von Aussen auch 


stattfinden, ungeändert. Bie trägt einen Theil zu Y bei und zu 


ar - Ihre Wirkung wird aber neutralisirt durch die Induction, die 


in demselben Körper stattfindet; denn diese geht nach dem eben Ge- 
sagten so vor sich, dass $ = 0 + V == const., also Ay == 0 ist*). 

Wird ein Leiter in der angegebenen Weise aufgefasst, so ist für 
ein beliebiges System von electrisirten Leitern und dielectrisch pola- 
risirbaren Isolatoren die Energie nach p. 172 


aV 
2-—; dTp 71 


wo Y das Potential der zugeführten Electricität ist. 


Der Ausdruck erhält eine sehr einfache Form, wenn die Dichtig- 


keit der festliegenden Electricität: — u nur in den Leitern von 


Null verschieden ist (wenn also jeder von den Isolatoren fern von 
anderen electrischen Körpern keine electrischen Erscheinungen zeigt). 
Die Electricität, von der Y herrührt, kann beliebig in den Leitern 
vertheilt gedacht werden, also auch so, dass in der Nähe der Ober- 
fläche keine ist. Dann ist, da innerhalb eines jeden Leiters @ 
constant: 

2-5 (EA+BR+:), 


wo 1,2,... die Indices der Zeiter, E ihre Ladungen, ? ihre Potential- 
werthe sind, gerade wie früher p. 79. Nur die Abhängigkeit der E 
von den ? ist eine andere, als wenn keine dielectrische Polarisation 
stattfände. 


85. 

Um die Dielectrieitätsconstante experimentell zu bestimmen, kann 
man Methoden anwenden, die ganz ähnlich denjenigen sind, die man 
benutzt, um den Coefficienten der magnetischen Induction des Eisens 
zu finden; man kann dem zu untersuchenden Körper die Gestalt einer 
Kugel oder eines Ellipsoids geben, eine bekannte electrische Kraft 
auf ihn wirken lassen und die dadurch hervorgerufene electrische Wir- 
kung desselben beobachten. Bei solchen mehrfach benutzten Me- 
thoden ist aber zu fürchten, dass auf die freie Oberfläche des Di- 
electricums, ohne dass man es weiss, Electricität kommt und die 


*) Nach dieser Auffassung befindet sich die freie Eleotricität nur im In- 
nern, gar nicht in der Oberfläche der Leiter. D. H. 
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Messungen entstellt. Diese Fehlerquellen kann man in gewissen Fällen 
vermeiden, wenn man die zu untersuchende Substanz nur durch voll- 
kommene Leiter begrenzt; das ist leicht ausführbar, wenn die Sub- 
stanz eine Flüssigkeit ist. Bei einer solchen Anordnung ist ‚überdies 
die Theorie einfacher, als wenn eine freie Oberfläche des Dielectricums 
vorhanden ist. Denken wir uns die Flüssigkeit, um eine solche in’s 
Auge zu fassen, äusserlich durch einen Leiter 0 begrenzt; in ihr sollen 
die Leiter 1 und 2 sich befinden. Wieder sei $ das Gesammtpotential; 
sehen wir von der electrischen Differenz der Körper ab, so erleidet 
p nirgend einen Sprung. Sind ?,, P,, P, die constanten Werthe 
des Potentials in den drei Leitern, so sind dieses auch die Werthe 
von @ in den drei Grenzflächen der Flüssigkeit; da in dieser Ip — 0 
und o, =, ve : 4 stetig, so ist damit @ vollständig bestimmt, 
wenn P), Pı, P, bekannt sind; also ist p ganz unabhängig von % 
Aber es ist nach p. 157: 


9o=V/+0 
ds Op 
0= r In’ 


wo V das Potential der ganzen in den Leitern vorhandenen freien 
Electrieität ist*). Die zweite dieser Gleichungen giebt, wenn @ be- 
kannt ist, O, die erste dann Y. Es ist aber, wenn wieder s die ge- 
sammte Oberfläche der Flüssigkeit bedeutet **): 


1 
N s—to—_ı [| 42%» 
4% on Ar r on 
1 ds 09 
-hum)T m 


1 ds dp 
= r dm 
d. h.: 
0= — 4ııp 


V=(1+4nx)p. 
p ist der Werth, den Y haben würde (bei denselben geometrischen 


*) Hiebei ist wieder, wie gewöhnlich, die freie Electricität lediglich in der 
Oberfläche der Leiter befindlich zu denken. D. H. 


**) Siehe p. 23. Das erste Integral zerfällt in drei Theile, in denen 9 die 
constanten Werthe P,, Pı, Ps besitzt. Nur der erste Theil ist von Null ver 


1 
schieden, da das Integral * Er für einen äusseren Punkt == 0, für einen 


inneren Punkt =4#=. D. H. 
Kirohhoff, Electrioität. 12 
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Verhältnissen und denselben Werthen von P,, ?, und ?,), wenn 
x == (0), d.h. wenn das Dielectricum nicht vorhanden, sondern durch 
einflusslosen Raum ersetzt wäre. Die Vertheilung der Electricität in 
den Leitern in den beiden Fällen ist daher eine ähnliche: die Dich- 
tigkeit in dem einen 1 + 4xx mal so gross als in dem anderen; in 
demselben Verhältniss stehen also auch die Electricitätsmengen in 
jedem der Leiter in beiden Fällen. Hierauf beruht die sogenannte 
Condensatormethode zur Bestimmung von 1+4rx. Die Hülle ist 
nicht wesentlich; die Methode ist auch bei festen Körpern angewandt. 
Die Theorie gilt auch für eine Leidener Flasche. 


8 6. 

Ist das Dielectricum eine Flüssigkeit, so kann man auch nach 
der Kraft fragen, die auf einen der Leiter, z. B. auf 1, ausgeübt wird. 
(Diese setzt sich zusammen aus den electrischen Kräften, die auf seine 
Electricität wirken, und dem Drucke, den die Flüssigkeit auf ihn 
ausübt.) Die gesammte Kraft ergiebt sich aus dem Werth der Energie, 
welcher nach p. 176 für unsern Fall lautet: 


1 
2=- (PP, + EP.) 


Wie bei dem magnetischen Problem (p. 174), so überzeugt man sich 
auch hier, dass dieser Ausdruck auch gilt, wenn die Flüssigkeit Ge- 
staltsänderungen erleidet. 

Nun sind, wie wir gesehen haben, bei gegebenen Werthen von 
P, und P,, &, und Z, (1 -+4xx) mal so gross als im einflusslosen 
Raume. Also sind auch die Energie und die Kräfte, die die Leiter 
auf einander ausüben, in demselben Verhältniss vergrössert. Sind 
umgekehrt die Electricitätsmengen Z,, Z, gegeben, so sind ?,, P, 


; 1 
proportional mit - er 


Dasselbe gilt dann für die Energie des Systems und für die Kraft, 
die ein Leiter auf den andern auszuüben scheint. 

Misst man diese Kraft und berechnet daraus die Electricitäts- 
mengen Z,, Z,, ohne auf die Existenz des Dielectricums Rücksicht 
zu nehmen, so erhält man die Electricitätsmengen zu klein; die so 
gefundenen Werthe der Electricitätsmengen müssen noch mit Yl1+4xx% 
multiplicirt werden*), um die wahren zu erhalten, d. h. diejenigen, 
für welche die Einheit die Electricitätsmenge ist, die auf eine gleiche 
in der Einheit der Entfernung im einflusslosen Raume wirkend die 


‚ also kleiner als im einflusslosen Raume. 


®) Dies folgt daraus, dass 2, dessen Werth immer unmittelbar durch Mes- 
sung erhalten wird, als Function der E allein betrachtet quadratisch und ho- 


ee. D.H. 


wogen ist, ausserdem proportional mit riss 
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Einheit der Kraft ausübt. Die atmosphärische Luft und überhaupt 
die Gase sind Dielectrica; in ihnen hat x Werthe, die ein wenig von 
einander und von dem Werthe abweichen, den x für den sogenannten 
leeren (mit Lichtäther gefüllten) Raum hat. Ob x für diesen = 0 
ist, weiss man nicht*); nach einer Hypothese, die aufgestellt ist **), 
hat % für diesen (und also auch für die Luft) einen sehr erheblichen 
Wertl. Ist das der Fall, so kann man Electricitätsmengen nach der 
genannten Einheit nur messen, wenn man dies x kennt. 


8.7. 


Wir haben einen Ausdruck für die Znergie eines Systems von 
magnetischen oder electrischen Körpern abgeleitet, um die Kräfte be- 
urtheilen zu können, die diese Körper auf einander ausüben. Diese 
Kräfte können als auf die einzelnen Elemente der Körper wirkend 
angesehen werden, und man kann fragen nach der Grösse und Rich- 
tung der Kraft, welche auf ein Volumenelement dr eines der Körper 
kommt. Diese Frage lässt sich aus dem Ausdrucke 2 für die Energie, 
den wir gefunden baben, beantworten. Die Componenten der Kraft, 
die auf das Volumenelement dr wirkt, seien: 


dıX, dıPF,dı2. 


Man denke sich das System unendlich wenig verschoben, so dass 
aus den Coordinaten x,y,z von dr wird: +öx, y+dy, z-+6z, 
denn ist nach p. 173f.: 


62 = — Jdr(Xdx + Föy-+ Ziz). 


Um hieraus X, F, Z zu berechnen, muss man den Werth er- 
mitteln, den 2 nach Eintritt der Verschiebungen dr, dy, öz besitzt. 
Dazu benützen wir die p. 171 angegebene Form von 2***). In jedem 
materiellen Element bleibt bei der Verschiebung AV dr ungeändert, 
dasselbe wollen wir von x annehmen. Dann ändert sich in jedem 
Raumelement AV nach der sogenannten Continuitätsbedingung um: 


*) Hiezu und zu den folgenden Sätzen ist zu bemerken, dass die Ent- 
scheidung der so gestellten Frage physikalisch unmöglich ist; denn man kann 
eine Wirkung in einem „‚einflusslosen‘“, d.h. vom Lichtäther entblössten Raume 
überhaupt nicht definiren. Die Lücke liegt also in der Definition. Erst in der 
Electrodynamik erhält der absolute Werth von x, auf Grund gewisser nouer 
Voraussetzungen (s. die letzte Vorlesung), eine physikalische Bedeutung. D. H. 

**) Von Maxwell. D.H. 

*s*) Die folgende Ableitung, bis zu den Gleichungen für X, Y, Z, ist vom 
Herausgeber eingeschaltet worden, da der Verf. sich im Manuscript auf die 
Citirung von H. von Helmholtz, Mon. Ber. d. Berl. Akad. 17. Febr. 1881 (Ab- 
handlangen I, p. 810, 1882) beschränkt, wo sich eine Ähnliche Ableitung, aber 
etwas allgemeiner, befindet, D. H. 

13° 


180 Vierzehnte Vorlesung. 
o(4aVdx) 94V dy) __ 9(4V8e) 
0% oy 08 
und x um: 


Auch @ ändert sich in jedem Raumpunkt, aber wir können von dieser 
Aenderung ganz absehen, da nach dem p. 171 bewiesenen Satze der 
Werth von 3% durch sie gar nicht beeinflusst wird. Wir erhalten 
daher für die gesuchte Aenderung von 2: 


IR + 
rer nt 200.0 +) 
oder durch Kesah mittelst partieller Integration des ersten Theils: 
a far| (nor 35(C+C+ N) 

Her 
HEert1E@+D +) 


In diesem und dem obigen Ausdrucke für #2 müssen die mit dz, 
öy, dz multiplicirten Coefficienten einander gleich sein. Man er- 
hält also: 
4V dp 1 0x (/(0p op 
nel e +) 


©: „(dere ae) 0(4 ACHERN 9(4 dar #9) 
(7 BT 


45 0% 
u Ed 
Eee]. 
8 8. 


Nach dem Ausgangspunkt aller der Betrachtungen, die wir hier 
angestellt haben, sehen wir diese Kräfte als solche an, die in distans 
ausgeübt werden. Diese Ansicht ist aber nicht allgemein. Nach 
einem Gedanken, der von Faraday zuerst ausgesprochen und dann 
von Maxwell ausgeführt ist, sollen alle electrischen Kräfte (und ebenso 
alle magnetischen), die zwischen entfernten Körpern sich merklich 
machen, vermittelt sein durch das zwischenliegende Medium, das auch 
der sogenannte leere Raum sein kann, Sie sollen ihre Ursache haben 
in Druck- oder Zugkräften, die in allen Körpern (auch in dem soge- 
nannten leeren Raum) sich bilden, wenn Electricität erregt wird. 
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Auf die Theile eines Körpers (z. B. eines festen elastischen) 
mögen Kräfte aus der Ferne wirken, wie die von der Schwere her- 
rührenden, deren Componenten bezogen auf die Volumeneinheit X, 
Y, Z sind. Das Gleichgewicht kommt dann dadurch zu Stande, das 
sich gewisse Druckkräfte im Innern des Körpers bilden. Wir be- 
zeichnen diese in folgender Weise. Durch den Punkt x, y, z legen 
wir eine Ebene senkrecht zur x- Achse; der Theil des Körpers mit 
kleinerem x übt auf den mit grösserem x in der Einheit der Fläche 
eine Kraft aus, deren Componenten X,, F,„, Z, sind®). Aehnlich 
ist die Bedeutung von X,, F,, etc. Dabei ist: 


I, = F}, A, Z,, Y, a Z,, 
und, wenn die Normale, die wir uns zuerst mit der Richtung der 
x-Achse parallel dachten, die Richtung n erhält: 
A, =A,coa(nz) + A,cos(ny)-+ X,cos (nz). 
Die Bedingung des m. ist dann: 
0X, je 


1-42 + PL 
oY, 0x, or, 

Eve 6x er: . =; 02 
- +? = z 


Das System der Druckkräfte 2 X,,... hebt die Wirkung des 
Systems der fernwirkenden Kräfte X, Y, Z auf, wenn diese Gleichungen 
bestehen; es kann also dieselben ersetzen, wenn gesetzt wird: 


ie Om. 0 0% 
0x 0% 08 

ER 2 WELLITER 2.2 
0x 0y PL, 

ie 0 0, 


Bei den oben für X, F, Z gefundenen Werthen lassen sich nun 
wirklich Druckkräfte X,, X,,... finden, die diesen Gleichungen ge- 
nügen. Aus der Differentialgleichung p. 171 


Harrer - 


folgt nämlich durch Multiplication mit s2 und Transformation: 


*) Vgl. Kirchhoff, Vorlesungen über Mechanik, p. 110. 
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7: DE) 
MEN OR A ) 
++ Ber (tn 
+ lat: 


welcher Gleichung sich zwei ähnliche an die Seite stellen lassen. 
Daraus ergiebt sich: 


u; +9) |- + 2} 

„ilr) | = son 

rar) DE - 
nu (+)- 


zZ. -—L—— (2 + % KEIZ 


08 - 


1 d 
y=-r.-— (2 +) 73 
Dieses System von en geht, wenn x die Richtung der Kraft- 
linie hat, d.h. wenn A er == (), über in das folgende: 


u LEE 
1-2. +104) 


[entspricht also einem Zug in der Richtung der Kraftlinie, und einem 
ebenso grossen Druck in jeder Richtung senkrecht darauf. D. H.] 


Fünfzehnte Vorlesung. 


Magnetische Wirkungen electrischer Ströme. — Electromagnetisches Potential. 
— Identität der Wirkungen eines linearen Stromes mit denen einer magnetischen 
Doppelschicht,. — Electrostatisches, electromagnetisches Maasssystem. — Ver- 
hältniss der Maasseinheiten. — Wirkung eines linearen Stromes von einfacher, 
von doppelter Krümmung auf einen Magnetpol. — Räumlicher Strom. — Wir- 
kung auf ein magnetisches Molekül, auf einen endlichen Magneten. — Magneti- 
sirung durch einen Strom. — Eiserner Ring, von Strömen umflossen, — Eiserner 
Cylinder, von Strömen durchflossen, 


8 1. 

Electrische Ströme üben erfahrungsmässig magnetische Kräfte aus; 
mit diesen wollen wir uns jetzt beschäftigen. Wir denken uns einen 
linearen, in sich zurückkehrenden, constanten Strom und einen Magnet- 
pol, der die magnetische Flüssigkeit u enthält. Die Kräfte, die der 
Strom auf diesen ausübt, haben erfahrungsmässig ein Potential 2, 
das bis auf einen sogleich namhaft zu machenden Unterschied 
ganz übereinstimmt mit dem Potential in der Endlichkeit liegender 
magnetischer Massen. Es ist & mit seinen Difierentialquotienten 
überall stetig, ausser an der Stromlinie, es ist überall 12 = 0, und 
in der Unendlichkeit ist 

02 02 082 

2, 28’ day’ ds =(; 
tiberdies ist auch an der Stromlinie 2 endlich. Ein 2, welches diesen 
Bedingungen genügte und das Potential magnetischer Massen wäre, 
müsste, einem früheren, p. 25 bewiesenen Satze zufolge, überall in 
endlicher Entfernung von der Stromlinie verschwinden, weil es als 
Potential magnetischer Massen einwerthig wäre. Diese Eigenschaft 


hat unser & eben nicht. Dabei sind =, er ; = ihrer physikali- 
schen Bedeutung wegen aber nothwendig einwerthig. Nehmen wir 
für einen Punkt 0 2 — 2, an, so finden wir durch: 


(082 282 982 
a9 +/ (a2 +22 ay+ 2% ar) 


2% für x, y, z einwerthig, wenn wir längs einer bestimmten Linie 
integriren. Es ändert sich dieser Werth nicht, wenn wir die Linie 
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stetig ändern*®). Es kann daher 2 nur in einem solchen Raume 
mehrwerthig sein, in welchem nicht alle Integrationswege stetig in 
einander übergeführt werden können. Einen solchen Raum nennt 
man einen mehrfach zusammenhängenden Raum. Der Raum, den 
wir zu betrachten haben, ist zweifach zusammenhängend. Wir können 
ihn durch einen „Querschnitt“ in einen einfach zusammenhängenden 
verwandeln. In diesem ist dann 2 einwerthig; aber an dem Quer- 
schnitt kann 3 einen Sprung erleiden; dieser muss constant sein, da 


= ; Fr ; = nicht unstetig sein dürfen. Aus der Grösse dieses 


Sprunges und der Gestalt der Stromlinie ist, wie wir zeigen wollen, 
& zu berechnen. 


8 2. 

Ausserhalb einer geschlossenen Fläche s sei & mit seinen Diffe- 
rentialquotienten eindeutig und stetig, 12 == 0 und in der Unend- 
lichkeit Q.d2 30 20, 

da’ day’ 9 
Ferner sei S eine mit dem unendlich grossen Radius £ um den ausser- 
halb s gelegenen Punkt (x, y,z) als Mittelpunkt beschriebene Kugel- 
fläche. Für diesen Punkt ist dann **): 


a 
ge — 

1 7 1 ds 02 

a fee El en 


1 1 082 
+ SR fas2 — eh f es ra 
Das letzte von diesen 4 Gliedern verschwindet, da JdS - von 


der Fläche S unabhängig ist***), also nicht unendlich sein kann. 
Das dritte ist ebenfalls gleich Null; denn es ist das arithmetische 
Mittel aus den Wertheu, die & in den Punkten der unendlich grossen 
Kugel hat. Daher haben wir: 


1 
d — 
4 Tr 1 ds 92 
er Fr age In 
Nun lassen wir den Raum, den die Fläche s begrenzt, verschwinden, 
so dass sie aus zwei zusammenfallenden Flächen besteht; diese sollen 


*) Denn sonst würde 2 in dem Punkt (z, y, 2) unendlich viele, sich stetig 
an einander schliessenda Werthe besitzen, was der Definition widerspricht. D. H, 
**) Ganz ähnlich wie p. 22 f., nur dass hier die Integration erstreckt wird 
über den zwischen den Flächen $ und s gelegenen Raum, mit Ausschluss einer 
unendlich kleinen Kugel um (z, y, #2). D. H. 
*#*) Ergiebt sich durch Integration von 42 == 0 über den von S und 8 ein- 
geschlossenen Raum. D. H. 
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unseren Querschnitt bilden. Bezeichnen wir jetzt durch ds ein Ele- 
ment dieses Querschnitts, durch rn und n’ die beiden Normalen von 
ds, und durch 2X und 2’ die Werthe von 2 an den beiden Seiten 
der Fläche, so wird: 


a fase- — 8) DE aje@ +22). 


Das letzte Glied verschwindet, da a stetig sein soll; setzen wir also: 


2—-a=p, 


d. h. nennen wir p den Zuwachs, den 8 erfährt, wenn man in der 
Richtung von r durch den Querschnitt geht, so wird: 


a4 
2 = ds Er . 

Das hierin vorkommende u ist uns schon p. 94 bei der 
Theorie des Condensators begegnet. Es lässt sich darnach auffassen 
als das Potential einer Doppelschicht auf der Fläche s.. Dadurch 
wird 2 gleich dem Potential einer gewissen Vertheilung magnetischer 
Flüssigkeit an der gedachten Fläche. Die Art dieser Vertheilung 
entspricht ganz dem electrischen Condensator, sie ersetzt den Strom 
nicht für Pole, die zwischen den zwei unendlich nahen Flächen liegen, 
für die sie eine unendlich grosse Kraft giebt, sondern gilt nur für 
Pole, die in endlicher Entfernung von der Fläche s liegen. Andrer- 
seits ist nach p. 95 das obige Integral auch aufzufassen als die 
scheinbare Grösse der Fläche s, von dem Pol (x, y, z) aus gesehen. 
Wie die Erfahrung lehrt, sind die Kräfte, und damit auch 2 und p, 
der Intensität @ des Stromes, und auch der magnetischen Flüssigkeit 
uw des Poles proportional. Wir können daher setzen: 


| | f - 
Q — Factor -- u» dsan 


wobei der Factor nur noch von den für die übrigen Grössen ge- 
wählten Einheiten abhängt. Wir wollen @ stets positiv und n so ge- 
richtet annehmen, dass der Factor positiv wird. Dann stehen er- 
fahrungsmässig die Richtung des Stromes und die Richtung von n 
in folgendem Zusammenhang. Man denke sich in einem Punkte der 
Stromcurve auf dem Querschnitt so stehend, dass die Normale rn von 
den Füssen zum Kopfe geht, und dass der Querschnitt links liegt; 
dann fliesst der Strom mit der Intensität # nach vorne. Oder: man 
denke sich im Strom liegend, so dass dieser von den Füssen nach 
dem Kopfe geht und man den Querschnitt links hat; dann geht die 
Normale rn nach hinten. 
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Betrachten wir nun die Grösse des Factors, die, wie gesagt, aus- 
schliesslich von den Maasseinheiten abhängt. Ausser den Einheiten. 
der Länge, Zeit, Masse, haben wir für die Electricitätsmenge e, mit- 
hin auch für die Stromintensität ;, und auch für die Menge u magne- 
tischer Flüssigkeit Einheiten festgesetzt. Behalten wir diese bei, so 
hat der Factor einen bestimmten, durch Versuche zu‘ ermittelnden 
Werth (s. unten p. 188). 

Man pflegt indessen anders zu verfahren, nämlich entweder die 
für die magnetische Flüssigkeitsmenge, oder die für die Electricitäts- 
menge festgesetzte Einheit fallen zu lassen und dafür jenen Factor 
== 1 anzunehmen, so dass: 


Das führt zu zwei Maasssystemen, von denen das eine das eleciro- 
statische, das andere das electromagnetische genannt zu werden pflegt; 
bezeichnender wären wohl die Namen des electrischen und des magne- 
tischen Systems. 


83. 
Ich will Einiges anführen über die Verhältnisse der entsprechen- 
den Einheiten in diesen beiden Maasssystemen. Es ist 2 eine Energie 


oder Arbeitsgrösse: 
mi 


= uf, 


t? 
wenn m eine Masse, / eine Länge, # eine Zeit, A eine Arbeitsgrösse 
bedeutet. Daraus folgt, dass auch in beiden Maasssystemen: 


iA, unddd 1=- 


re eu=A4l, 


wenn e eine Electricitätsmenge ist. 
In electrischem Maasse ist nun: 


em A-1, e=yA-Yıl,. also u VA 
dagegen in magnetischem Maasse: 
povayı, 
t 
em yA- Vi 


Es sei e„, eine gewisse Electricitätsmenge in magnetischem Maasse, 
e, dieselbe Electricitätsmenge in electrischem Maasse gemessen, so 
ist also: 


also: 


N 
r 


& 
2 |. 
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also gleich einer Geschwindigkeit, die wir g nennen wollen. Bei 
entsprechender Bezeichnung ist dann auch: 


Es bezeichne ferner EZ eine electromotorische Kraft, d.h. eine 
electrische Differenz oder ein auf die Einheit der Electricitätsmenge 
bezogenes Potential von Electricität, dann ist: 


eE m A. 
Hieraus folgt: | 
E, Im 1 
Ist w ein electrischer Widerstand, so ist: 
wen 2 also —- m 2 
FR „Fr 
Noch bemerken wir, dass aus: 
ep m Al 
folgt: 
Bummi 


Wir wollen unseren ferneren Betrachtungen ein Maasssystem zu 
Grunde legen, das aus dem sogenannten electrostatischen und dem 
electromagnetischen combinirt ist*); wir werden nämlich die für die 
electrische und die für die magnetische Flüssigkeitsmenge festgesetzte 
Einheit festhalten; wir gewinnen dabei den Vortheil, alle die For- 
meln, die wir bei der Betrachtung der rein electrischen und der rein 
magnetischen Erscheinungen abgeleitet haben, ungeändert auch ferner 
anwenden zu können. Wir müssen dann aber: 


Ä 1 
f,) Enz 

. r 

2 == Factor - iu er 5n 


setzen. Der Factor ist leicht zu bestimmen; in der That ist: 
Factor - iu m 8, Be; 
aber nach unserer Festsetzung soll sein: 
’ um ß, 


und 


Buln=g Por 
also: = a 


Factor = 
9 


*) Das Gauss’sche Maasssystem. Vgl. H. v. Helmholtz, Wied. Ann, 17. 
p. 42, 1882. D. H, 
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und: 
i 2°) 
p 
ea 


Die Geschwindigkeit g hat experimentell bestimmt werden können ; 
sie ist zuerst von Weber und Kohlrausch, später nach anderen Me- 
thoden von Maxwell und Thomson bestimmt; sie ist sehr nahe gleich 
der Geschwindigkeit des Lichts im leeren Raum oder in der Luft ge- 
funden **). 


8 4, 
Sind X, F, Z die Kräfte, die der Strom auf den Pol ausübt, 
u 22 2 08, 
8 
en. Tem oy’ rn 
Wir wollen sie berechnen und zwar zunächst für den Fall, dass die 
Stromcurve eine ebene ist. 

Wir führen ein Coordinatensystem ein, dessen z- Ächas parallel 
‘der Normalen r» der Ebene ist, als deren Element wir ds annehmen 
wollen, und dessen xy -Ebene diese Ebene ist. Sind a,b, c die 
Coordinaten eines Punktes, der in ihr oder unendlich nahe an ihr 
liegt, so ist: 


*) Daraus folgt nach p. 96 (Anm. d. H.), dass 2 gleich ist dem Potentia]. 
einer magnetischen Doppelschicht auf s, in welcher je zwei entsprechende, im 
unendlich kleinen Abstand s befindliche Flächenelemente ds die magnetische 


Dichte + u. besitzen. D. H. 


**) In einem dielectrisch polarisirbaren Medium muss man nach p. 178 die 


scheinbare Stromintensität i noch mit Yı + 42% maltipliciren, um die wahre zu 
erhalten. Mithin ist hiefür: 


se er f) 1 
inVıi+4rx r 
u er I D. H. 
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Man sieht, dass sich jeder dieser drei Ausdrücke auf ein ein/uches 
Integral reduciren lässt. Es sei dl! das stets positiv zu rechnende 
Element der Stromlinie, dessen Richtung mit der des Stromes über- 
einstimmen soll, m die nach dem Innern der begrenzten Fläche ge- 
richtete Normale von d/, so ist: 


1 


; °— 
r 


1 


r——t PR Erae 


al at ) 
ip r r 
ie (ar (= cos (mx) + 7 18 (my). 


Statt der Richtung m wollen wir die Richtung / einführen, und 
zwar soll diese Richtung (d. h. die Richtung des Stromes) diejenige 
sein, die der x-Achse parallel wird, wenn man durch Drehung des 
Coordinatensystems um die z-Achse die y-Achse parallel mit m 
werden lässt. Das erfordert die Eigenschaft des Coordinatensystems, 
dass man die x-Achse vor sich hat, wenn die z-Achse von den 
Füssen zum Kopfe und die y-Achse nach links geht. Es ist dann: 

c08 (mx) == — cos (ly), cos (my) == cos (lx), 
also: 


[© 


2 r, 
X dl cos (y) z —- 


Sju0- 8 


ie 
1 


1 
Ze ‘e jaı En Ge) 5 — cos (l y) 4) 


85. 

Wir wollen jetzt ein zweites rechtwinkliges Coordinatensystem: 
das der x’, y’, z’, einführen, das dem ersten congruent ist, bei dem 
also auch, wenn die z-Achse von den Füssen zum Kopfe geht, und 
die y-Achse links sich befindet, die x-Achse nach vorn gekehrt ist. 
Die Cosinus der Winkel zwischen den Achsen bezeichnen wir durch: 


| xy z 
= a pP 9 
„| % 7 


[4 


z % 3 7; 
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Wir haben dann: 


Z=a.41+ß +92 
0: 0% 2- > 
rat tage 


1 1 1 1 
2: r 0; r 
a Ar tharthzer 
a, gi 5! gi 


r r r 
u Ngatrietnge 
Aus der ersten dieser Gleichungen folgt: 


ag co8 (lx) 18 4 ar ßı 


und mit Hülfe der letzten, da: 
rn -Brn=— 0, Ya aß, 


Psyı — By = o,, u —- on =—ß, 
1 N 
; 0 - d -— 
' [775 
P.4 -. alonde En 
N 
f 
+ cos (!y) +)! 


5 
Re 'efaı Bu («, cos (x) + ß, cos (iy)) 


0 
— 557 (a3 c08 (I) ++ P, cos a) 


= 


Erwägt man, dass 
er cos (lz) = 0, 


so kann man hierfür schreiben: 


L 
‚ 177 0 
X a-.Idl 
| 


1 
RL; 
Zr ea liy) — FI cos (1z’) , 


oder, unter der Bedingung, dass man bei der Integration auf der 
Stromlinie im Sinne der Richtung /, d. h. des Stromes, fortgeht: 
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BETIPR a: 37) 


Wir haben also für ein beliebiges dem ersten congruentes Coordi- 
natensystem: 


1 1 1 

£ °-— 0 = 

um IB En. _r Rn 
P4 "(a Ep dc 6 B. (ar #3) 


ie [al ddor _ de dr 
r rt di 0s di dy 


7 “ur _ nun — 2 
aıödb dide öx 


und entsprechende Gleichungen für F und Z. 


8 6. 

Diese Gleichungen setzen zunächst noch voraus, dass die Strom- 
linie eine ebene ist; aber sie gelten auch, wenn dieselbe eine Curve 
doppelter Krümmung ist, wie sich folgendermassen ergiebt. 

Wir zerlegen die krumme Fläche, deren Element ds ist, in unend- 
lich kleine und deshalb als eben zu betrachtende Theile; das Potential 
2% wird dadurch die Summe der Potentiale der Ströme, welche diese 
Theile mit der Intensität in demselben Sinne umfliessen; daher lässt 
sich der gegebene Strom durch das bezeichnete Stromsystem er- 
setzen; die Kräfte X, F, Z sind also die Summen der entsprechenden 
Kräfte, die von diesen Strömen herrühren. Auf die letzteren sind 
die eben entwickelten Gleichungen anwendbar. Bilden wir diese 
Summen, so heben sich die Glieder fort, die von den Linien her- 
rühren, in denen je zwei Theile zusammenstossen, da hier zu jedem 
Element d/ ein gleiches und entgegengesetzt gerichtetes hinzukommt, 
und es bleiben die Integrale, die über die Linien des ursprünglichen 
Stromes zu nehmen sind, übrig. 

Die Kraft, die von dem geschlossenen Strome auf den Pol aus- 
geübt wird, ist dieselbe, wie wenn jedes Stromelement eine Kraft 
ausübte, deren Componenten sind: 

sadl ,tbör _dceör 
grt \dl ds di dy 
stud! (dceör da or 
gr! \didx au 3) 
ind! (dadr db ör\, 
gr? \dloy dio 
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Dabei sind 

de dd de 

al’ ai’ di 
die Cosinus der Winkel, die das Stromelement, 

er dr dr 

0x" oy’ 08 
die Cosinus der Winkel, die die von (a,b, c) nach (2, y, z) gezogene 
Linie mit den Achsen bildet. Die Richtung dieser Kraft ist senk- 
recht auf der durch das Stromelement und den Pol gelegten Ebene, 
da die Componenten, mit 

da ab dc 

di’ dt’ di 

or or or 

0x! oy’ PB 
multiplicirt, die Summe Null geben.”) Die Grösse der Kraft ist: 


EEE 
istayta d 


vn“ . 
zn sn v, 


oder mit 


wenn: 
9 (r, dl). 


Wir wollen die Ausdrücke von X, F, Z noch auf eine andere Form 
bringen. Wir bezeichnen durch g den unendlich kleinen Querschnitt 
(der auch variabel sein kann) des Stromleiters und setzen: 


i=00; uw=6ccoallz); v=0ocoa(ly); w==6cos(lz), 
d. h. bezeichnen durch o die Stromdichtigkeit, durch «,v, w ihre 
Componenten; dann wird: 


r 7 d: 
1 
0 - 
T 
—- fol. >) 


wo dt ein Element des Volumens des Stromleiters ist. Setzen wir 


ferner: 
uf wet, r-[ = v-[ =, 


so haben wir daher: 


*) und zwar wirkt die Kraft, wenn p positiv, in dem Sinne, welcher nach 
unserer früheren Definition (p. 185) die Normale dieser Ebene darstellt, falls 
man sich den Pol in der durch das Stromelement angegebenen Richtung um- 
strömt denkt. D. H. 
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r_e(ew _oV 


De ce En ee) 


gy Nöy 02 
u (OU 0 
eg 6: — 92) 
_ u(oV _ OU, 
2 g\0x ey 
8.7. 


Zunächst gelten diese Gleichungen nur für einen unendlich 
dünnen geschlossenen Strom; unmittelbar lassen sie sich aber auf 
den Fall übertragen, dass in einem System von Leitern, die in allen 
Richtungen endlich ausgedehnt sind, in sich zurückkehrende Ströme 
fliessen, da diese in einem System solcher Ströme bestehen, wie wir 
bisher einen betrachtet haben, und die Wirkungen dieser sich einfach 
addiren. 

Sind die Ströme durch Berührung heterogener Leiter hervor- 
gerufen, so lassen sich u,v,w leicht durch das Potential @ der in der 
Leitung vorhandenen freien Electricität ausdrücken; es ist nämlich: 

um 108, m—108, w——1)8, 
wo A die Leitungsfähigkeit der Leitersubstanz bezeichnet. Daraus 
folgt auch: 


0 0 
rat = ig. 


Als wir uns einen linearen Strom dachten, nahmen wir den 
Magnetpol in endlicher Entfernung von demselben an; wollten wir 
den Pol der Stromlinie sich unendlich nähern lassen, so würden die 
Ausdrücke für X, F, Z unendlich werden. Anders ist das in dem 
Falle, dass wir Ströme von endlichen Querschnitten haben; es bleiben 
dann offenbar U, V,W und daher auch X, F,Z endlich, wenn der 
Magnetpol in den Stromleiter hineintritt. Auf der anderen Seite ist 
der Fall zu verwirklichen, dass durch einen Raum, in dem Magnet- 
pole sich befinden, Ströme fliessen; man kann ja durch Magnete 
Ströme leiten. Wir nehmen an, dass auch in diesem Falle die für 
X, Y, Z aufgestellten Ausdrücke die Kraftcomponenten angeben. 

Betrachten wir noch das Potential eines geschlossenen linearen 
Stromes in Bezug auf ein magnetisches Molekül, das am Orte (x, 
y, z) sich befindet, und die magnetischen Momente «&, ß,y hat. Es 
ist dieses*): 


En U U on 


*) Vgl. das Potential Q eines einzelnen Poles (a,d,c) in Bezug auf ein 
magnetisehes Molekül (@,y,z) p. 149. Die Grössen = = : a sind die Compe- 


nenten der Kraft, welche alle Pole (a, db, c), d.h. hier der Sirom, auf einen 
Pol mit der magnetischen Flüseigkeitsmeunge 1 in (z,y,#) ausübt. D. H. 
Kirchhoff, Electricität, 13 
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——- (aX+BßF+y2) 


3) 
-iflacle‘ Ba ta)tela-% 


Ist statt des einen magnetischen Moleküls ein ausgedelnter 
Magnet vorhanden, dessen Volumen das Element dr = dx.dy.dz 
hat, und bei dem «, ß, x die auf die Volumeneinheit bezogenen 
magnetischen Momente sind, so findet man das Potential des Stromes 
in Bezug auf diesen Magneten, indem man den letzten Ausdruck mit 
dt multiplieirt und integrirt. 

Setzt man vorher: 


L[= . u nf: er. 
rf r r 


so wird dieses Potential: 


oM 0 oL oM 
ze {ao rettete - =) 


und für ein räumliches Stromsystem mit den oben eingeführten Be- 
zeichnungen: 


fl 9494-39) 


g 8. 


Wir baben uns früher mit der Aufgabe beschäftigt, den magne- 
tischen Zustand einer Eisenmasse zu bestimmen, die durch gegebene 
magnetische Pole magnetisirt ist. Wir denken uns jetzt statt der 
magnetischen Pole einen geschlossenen electrischen Strom oder ein 
System von solchen. Die Aufgabe, den magnetischen Zustand der 
Eisenmasse dann zu ermitteln, lässt sich unter einer gewissen Be- 
dingung auf die vorige reduciren, unter der Bedingung nämlich, dass 
sich für jeden der geschlossenen Ströme eine durch die Stromlinie 
begrenzte Fläche angeben lässt, die nicht durch die Eisenmasse hin- 
durchgeht. Giebt es eine solche Fläche, so kann offenbar für alle 
Punkte der Eisenmasse der Strom ersetzt werden durch magnetische 
Flüssigkeiten an der Fläche. Diese Bedingung ist nie erfüllt, wenn 
die Ströme durch die Eisenmasse selbst hindurchgehen; sie ist auch 
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nicht erfüllt, wenn die Eisenmasse ein Ring ist, der von den 
magnetisirenden Strömen umschlungen wird. Wir können aber leicht 
unsere frühere Theorie so verallgemeinern, dass sie auch diese Fälle 
umfasst. | 

Wir nennen wieder «, ß, x die auf die Volumeneinheit bezogenen 
magnetischen Momente des Elementes dr der Eisenmasse, und Q ihr 
Potential in Bezug auf den Punkt (x,y, z), so dass nach p. 151 


De 7) 
0—- fa: rar 


Wir betrachten dann eine unendlich kleine Kugel in der Eisen- 
masse, in der (x, y, 2) liegt; die Componenten der magnetisirenden 
Kraft, die auf diese wirkt, sind dann, nach p. 156 


“aNır 
4 0 

TB-NH+r 
gr-5+z 


wo X, F, Z dieselbe Bedeutung wie bei unserer letzten Uuter- 
suchung haben, nur dass von nun an u == 1 zu setzen ist. Die 
Hypothese, die der Poisson’schen Theorie zu Grunde liegt, giebt die 
Gleichungen: 


aa (2 — 28 
B=x(r— 8 
y=.(2—- 2), 


wo x dieselbe Bedeutung wie früher hat. Für die Behandlung dieser 
vier Gleichungen für 0, «, ß, y ist es von Wichtigkeit, dass auch 
hier der Ausdruck von O sich anf ein Oberflächenintegral redu- 
ciren lässt. 


Es seien a,b, c die Coordinaten von dr, so ist auch: 
a ai at 
O=jdı (« Er ++? ) 
Wir können und wollen hier bei der Integration eine unendlich 


kleine Kugel, deren Mittelpunkt (x, y, z) ist, ausschliessen; durch par- 
tielle Integration erhält man dann: 


18* 
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fe (« cos (nz) + ßB cos (ny) + y cos (nz)) 


2: +% +3), 
wo die Integrale auf die Oberfläche und das ganze Volumen der 
Eisenmasse sich beziehen, da die auf die Oberfläche und das Volumen 
der Kugel bezogenen Integrale verschwinden. Hieraus folgt, wenn 
(x, y, z) ein innerer Punkt ist: 


0@ , 0ß , ©y 
0= 4x G 
Andrerseits ist durch Differentiation der Fr für a, ß,yY 
+5 - 04. +5 +2 


Wir haben aber nach p. 193: 
ı(0W 2 


1/00 0 
Yr-,(- 52) 


Zul 00 
9 \0x oy/? 
En 0X , 0Y , 02 
et tra—d 
woraus folgt: 
(.+1)40-0 
10-0 
“+5+% 
und: 


0 — [@E (u cos (nz) + B cos (ny) + 7 cos (nz) 

= „fe 08 _ „[* (X cos (nz) + F cos (ny) + Z cos (nz)), 
oder, wenn wir n; und n, unterscheiden: 
(+ du) IR +5 — 4x (X cos (nz) + Y cos (ny) + Zcos (nz)), 
welche Gleichung 0 eindeutig bestimmt, da 1-+4”x positiv ist 


(vgl. p. 158). Mit O sind auch «, ß,y bestimmt. Bezogen auf einen 
äusseren Punkt ist 0 das Potential des Eisens in Bezug auf diesen. 
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Wir leiten nun gewisse merkwürdige Beziehungen zwischen 
a,ß,y und u,v,w ab. Wir haben nach p. 192: 
d d d 
U um u V u v—, W wm w—, 


daraus 


wo das Integral über alle Stromleiter auszudehnen ist. Dieser Aus- 
druck wird nach einer Umformung, wie wir sie soeben an einem 
ähnlichen Integral vorzunehmen hatten: 


SE (u co8 (nx) + v cos (ny) +4 w cos (n2)) 


dr(du , 90 , dw 
4, trat 
und, da nach p. 193 das Raumintegral verschwindet: 
SE (u cos (nx) + v cos(ny) + w cos (nz)) j 
Es ist aber: | 
| u cos (nx) + v cos (ny) + w cos (nz) 


für die freie Oberfläche eines Leiters = 0 und hat für die Grenz- 
fläche zweier Leiter an beiden Seiten entgegengesetzte Werthe. Die 
ganze Summe — und e8 ist: 


= +: + =). 
Aus den Gleichungen p. 19 für X, F,Z er aber: 
 aY_82 _ I(au »U_ 
PL 7 (5 +77 25 +) 


U 2. ng 
write] 7 ja rt da® 


4x 
= dA U == — 7 u. 
Es ist daher nach den Gleichungen für «,ß, y: 


DB _dr__ im 
08 0y g 
Or _de__ ins 
0x 08 g 
0a oß aunx 
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8 10. 


Die verallgemeinerte Theorie wollen wir nun auf einige einfache 
Fälle anwenden. Wir fassen zuerst einen Fall in's Auge, bei dem 
die Ströme nicht durch die Eisenmasse gehen. Es sei diese ein Ring, 
d.h. ein Rotationskörper, dessen Oberfläche von der Rotationsachse 
nicht geschnitten wird. Durch die Rotationsachse denken wir uns 
a durch diese Linie begrenzte Ebenen (wir wollen sie Meridiane 
nennen) gelegt, von denen je zwei auf einander folgende denselben 


Winkel mit einander bilden, der also = = ist; in den Schnittlinien 


dieser Meridiane mit der Oberfläche des Ringes denken wir uns 
Ströme von derselben Intensität i; a sei unendlich gross. Dieser 
Fall lässt sich sehr näherungsweise verwirklichen, inden: man den 
Ring mit feinem Draht umwickelt und durch diesen den Strom einer 
Kette leitet. Berechnen wir nun die Kraft, deren Componenten wir 
X, Y,Z genannt haben, für einen Punkt ? innerhalb des Ringes. 
Wir vernachlässigen dabei als unendlich klein die Wirkung der Ströme 
zwischen zwei unendlich nahen, diesseits und jenseits ? liegenden 
Meridianen. Für jeden der anderen Ströme substituiren wir magne- 
tische Flüssigkeiten auf seiner Ebene und der Ebene des folgenden 
Stromes. Der Abstand s dieser Ebenen an einem Orte, der um p 
22 


von der Symmetrieachse absteht, ist @ mi also die Dichtigkeit der 


magnetischen Flüssigkeit nach p. 188 (Anm. d. H.) 


‘ va 
tu time 


In ihrer Wirkung zerstören sich die sämmtlichen magnetischen 
Flüssigkeiten ausser denen, die auf den beiden bezeichneten Meri- 
dianen liegen, von denen der eine mit positiver, der andere mit 
negativer Flüssigkeit bedeckt ist. Nennen wir für den Augenblick 
U das Potential einer dieser Flächen in Bezug auf einen unendlich 
nahen Punkt; die von der Fläche an gerechnete, unendlich kleine 
Ordinate desselben, die senkrecht zur Fläche ist, sei n, und / sei 


eine zur Fläche parallele Ordinate. Es ist dann, wie wir wissen *), 


Tr auf beiden Seiten der Fläche dasselbe, unabhängig von dem 


Werthe und dem Vorzeichen von n; 2 aber hat auf beiden Seiten 
entgegengesetzte Werthe: die Werthe 


—.09 
Die Kräfte, die von den beiden Flächen auf P? ausgeübt werden, 


©) Biehe das Potential einer einfachen Flächenschicht, p. 20. D. H, 
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haben daher eine Resultante, die die Richtung von 4 x und den 
Werth: 

27a 

09 
hat. Das ist die Kraft, deren Componenten X, Y, Z sind. Für die 
Oberfläche der Eisenmasse ist daher: 


X cos (nx) + Y cos (ny) + Z cos (nz) = 0 
und also: ET 
d. h.: 
0=0, 
im Innern und im Aeussern. Auf äussere Punkte übt der Ring keine 
Kraft aus. Aus: 
a—=xÄ, B=xPr, yanxz 


folgt weiter, dass die magnetische Achse überall senkrecht zum 
Meridian ist, und dass das magnetische Moment der Volumeneinheit 


8 11. 


Wir betrachten jetzt einen Fall, in dem die magnetisirenden 
Ströme durch die Eisenmasse gehen. Die Leitung sei ein unendlich 
langer Cylinder von kreisförmigem Querschnitt, von dem ein durch 
zwei Querschnitte begrenzter Theil aus Eisen besteht. Die Enden 
des Cylinders sind durch eine lineare Rückleitung, in der eine Kette 
sich befindet, verbunden. Alla Punkte dieser Rückleitung sollen un- 
endlich weit von dem Eisentheile entfernt sein, und zwar sollen 
diese Entfernungen alle von derselben Ordnung unendlich sein; von 
derselben Ordnung soll auch die Länge der Rückleitung sein. 

Die Achse des Cylinders sei die z-Achse, sein Radius = A, die 
Stromstärke #. Für den Cylinder ist dann: 


u=(, vom, w= A 5 
also für die Theile von U, V, W, die von dem Cylinder berrühren: 
ud, v0, Ze LE 
Die anderen Theile von U, Y, W seien: 
0,3, W5; 


dann sind die Differentialquotienten von U,, P,, W, nach x,y,z 
== 0; es ist z.B.: 
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1 

fr) Bo 02 

ou, r 
Er3 e== udr rn ze _ far c08 (r, x). 


Das letzte Integral ist ader: 


wo di ein Element der Länge der Rückleitung ist.*) Nach unseren 
Voraussetzungen über die Länge und die nn der Rückleitung 


ist also: 
ou, 


Fr 
und ebenso die übrigen Differentialquotienten. 
Daher ist: 
10%, 1 2%, 
X — 2y N) 4 — ie Fr% }) Z == 0) 


Wir berechnen nun W,. Leichter als durch directe Integration 
finden wir es auf dem folgenden Wege. Wir haben: 


Es ist aber: 


also: 
tn 
oder, da, wenn g?= x? + y?, W, nur von e abhängen kann: 
+: Due =. 
Das allgemeine Integral Bienen Gleichung ist: 
W=—-He®+D+Elge, 


wo D und Z constaut. Wäre Z hier von O verschieden, so wäre für 


oe=0 W, mit seinen nach x und y genommenen Differentialquotienten 
unendlich. Aber: 


a4 — I 
ul — Ri dt 
bleibt immer endlich; also ist: Zee 0 und: 
B=—-netHD=-- He tM)+D. 


Mithin ist: 


*) Man schreibe de == g - dl, wo g der Querschnitt der Leitung ist. Danu 
hat man ugcos(rz)< si. D.H. 
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2% 2; 
I! Yon,t Z=(. 


Die Resultante hiervon ist senkrecht auf e und senkrecht auf z; 
daraus folgt, dass auch hier für die ganze Oberfläche des Eisens: 


X cos (nz) + Y cos (ny) + Z cos (nz) == 0 
und also, ebenso wie in dem vorigen Falle: 
0-0. 
Ferner folgt für die Componenten der Magnetisirung: 
a —dgd, Bu 2a 8 ; y=(. 


Der Eisencylinder besteht aus einem System geschlossener „Ring- 
magnete‘‘. 


Sechszehnte Vorlesung. 


Wirkung eines Magnetpols, eines Magneten auf ein Stromelement, auf einen 
 geschlosvenen Strom. — Magnetische Arbeit bei der Bewegung eines Stromes, 
— Wirkung eines Stromelements auf einen Magnetpol. — Beispiele für die 
Rotation beweglicher Stromleiter unter dem Einfluss magnetiecher Kräfte. — 
Wirkung zweier Ströme auf einander. — Electrodynamisches Potential. — 
Wechselwirkung zweier Stromelemente. — Vieldeutigkeit derselben, 


8.1. 

Wir haben die Kräfte untersucht, die geschlossene Ströme auf 
Magnetpole ausüben; umgekehrt übt ein Magnetpol auch Kräfte auf 
den Leiter eines Stromes aus und bewegt ihn, wenn er beweglich 
ist und nicht durch freinde Kräfte im Gleichgewicht gehalten wird. 
In dem Falle, dass der Stromleiter ein starrer ist, lassen die Kräfte, 
die der Pol auf ihn ausübt, sich mit Leichtigkeit angeben; es folgen 
die Kräfte zwischen Pol und Stromleiter dem sogenannten Princip. 
der Gleichheit von Wirkung und Gegenwirkung, d.h. sie halten sich 
das Gleichgewicht, wenn beide Körper fest mit einander verbunden 
sind. Das Potential des Stromes in Bezug auf den Pol, oder, was 
dasselbe sein soll, das Potential des Poles in Bezug auf den Strom, 
bestimmt durch Jie Veränderung, die es bei der Verrückung des einen 
oder des anderen erleidet, die dieser Verrückung entsprechende Arbeit 
der in Rede stehenden Kräfte. Wir wollen den Stromleiter aber 
nicht als starr annehmen, sondern uns denken, dass derselbe seine 
Gestalt, die Elemente ihre Länge ändern, sowie dass neue Elemente 
in die Leitung ein- oder alte aus derselben ausgeschaltet werden 
können. Um in einem solchen Fall die fremden Kräfte berechnen 
zu können, die auf die Theile des Leiters ausgeübt werden müssen, 
um sie im Gleichgewicht zu halten, oder andrerseits die Bewegung, 
die diese Theile ausführen, wenn solche Kräfte nicht da sind, muss 
man die Kräfte kennen, welche der Pol auf die einzelnen Elemente 
des Leiters ausübt. In Bezug auf diese Kräfte bietet sich leicht die 
folgende Hypothese dar, die sich mit der Erfahrung im Einklang 
"gezeigt hat. 

(a,b,c) sei wieder ein Punkt des Stromes, (x, y, z) ein positiv 
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magnetischer Einheitspol. Wir wissen dann, dass die Summe der 
X-Componenten der Kräfte, die wir betrachten, nach dem Princip 


von Wirkung und Gegenwirkung, den. Ausdrücken p. 191 gemäss, 
gegeben ist durch: 


on 9- 
r r - 
: faı pi cos (ly) — y Co8 2) 


Wir nehmen an, dass auf das Element d/ eine Kraft wirkt, deren 
Componenten sind: 


a: Je 
A= all -- cos ly) — —- cos (lz) 
NT 
1 1 
B=fdı = cos (/z) — on (x) 
9 0% 08 


1 1 
C-fta (? = ) 
=, I a, (la) — 72 cos (Iy) 


1 1 
Be 
ay dx 


und kein Drehungsmoment bezüglich Achsen, die durch (a, d,c) 
gehen. Die Kraft ist senkrecht auf r und auf d/*) und hat die 
Grösse: | 


in (r, di). 


Nennen wir X, Y, Z die Componenten der Kraft, mit welcher 


der Pol (x,y,z) auf einen Pol in (a,d,c), der die magnetische 
Flüssigkeitsmenge 1 enthält, wirkt, so ist: 


1 1 
= ee a2 
r r r 


also: 
A m = (2 cos (/y) — F cos (2))=; — (Zdb — Yde) 


*) ee der von dem Stromelement auf den Pol ausgeübten 
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B='@(r cos (lz) — Z cos (!x)) — 5 (Xde — Zda) 


C- &(r cos (Iz) — X cos (1y)) — & = (Pda - — xab). 


82, 

Ersetzt man den einen Pol (x,y, z), der die Flüssigkeitsmenge 1 
enthält, durch beliebig viele, die beliebige Flüssigkeitsmengen ent- 
halten, so erhält man die neuen Werthe von X, F, Z aus den alten, 
indem man diese mit den Flüssigkeitsmengen multiplieirt und die 
Summe für alle wirkenden Pole nimmt. Durch dieselbe Operation 
erhält man die neuen Werthe von A, B, C aus den alten. Da nun 
die Gleichungen zwischen 4, B,C und X, Y, Z linear und homogen 
sind mit Coefficienten, die nur von dem Stromelement abhängen, so 
gelten sie auch, wenn beliebige wirkende Pole (x, y, 2) da sind. 
Die Resultante von A, B, C ist also senkrecht auf d/ und senkrecht 
auf den Kraftlinien®); ihre Grösse ist, wenn AR die Resultante von 
X, P, 2: 

Pau : diReın (R, a). 


Die Kräfte, die ein Magnetpol, oder ein System von Magnet- 
polen, auf ein Stromelement ausübt, haben kein Potential; aber die 
Arbeit dieser Kräfte für eine unendlich kleine Verrückung des Strom- 
elements lässt sich sehr einfach ausdrücken mit Hülfe des Potentials 
eines Magnetpols in Bezug auf einen geschlossenen Strom. 

Es seien da, db, dc die Conponenten der Verrückung; dann 
ist die genannte Arbeit: 

— Ada-+ Böb-+Cde. 


Wir wollen ein specielles Coordinatensystem einführen, für 


welches: 
da==(, db wm di, de=(, 


(d.h. die Richtung des Stromelements sei die Y- Achse) 
a0, bel, cm) 
da=0 und dc>0; 
es ist dann 3 = U) und die Arbeit 
= CÖc, 
oder, wenn in (x,y,z) ein Pol mit der Flüssigkeitsmenge 1 sich 
befindet: 


°) Für einen Beobachter im Stromelement, dem der Strom von den 
Füssen zum Kopf fliesst und der in die Richtung R blickt, wirkt die Kraft nach 
links, D.H. 
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wenn A die Fläche bedeutet, die das Element bei seiner Bewegung 
beschrieben hat. Die Arbeit ist also, je nach dem Vorzeichen von x, 


2, mal der scheinbaren Grösse dieser Fläche, vom Pole aus 


gesehen, oder sie ist das Potential des Pols in Bezug auf einen Strom, 
der dieselbe Fläche mit der Intensität s in gewissem Sinne umfliesst; 
dieser Sinn ist der, in dem das Element in seiner ursprünglichen 
Lage von dem Strome durchflossen wird. 

Dieser Satz lässt sich offenbar leicht verallgemeinern auf ein end- 
liches Stück eines Stromes und dann auf den Fall, dass statt eines Poles 
mit der Flüssigkeitsmenge 1 deren viele mit beliebigen Flüssigkeits- 
mengen wirken, endlich auch auf den Fall endlicher Verschiebungen. 


8 3. 


Man spricht auch von den Kräften, die ein Stromelement auf 
einen Magnetpol ausübt (vgl. p. 191 f.). Wir finden diese aus den eben 
erörterten Kräften, wenn wir auch für sie das Princip von der Gleich- 
heit der Wirkung und Gegenwirkung annehmen. Diesem Princip 
zufolge müssen dann die Kräfte, die Pol und Stromelement gegen- 
seitig auf einander ausüben, wenn diese fest mit einander verbunden 
sind, sich das Gleichgewicht halten.*) Es müssen daher I) die 
Summen der Componenten der Kräfte nach den Coordinatenachsen 
verschwinden, die der Pol auf das Stromelement und dieses auf den 
Pol ausübt; d. h. das Element sucht den Pol mit einer Kraft zu ver- 
schieben, die gleich und entgegengesetzt derjenigen ist, mit der der 
Pol auf das Element wirkt. Aber 2) müssen auch die Drehungs- 
momente in Bezug auf die Achsen verschwinden. Legen wir die 
Achsen durch den Pol; die eben erwähnte auf den Pol ausgeübte 
Kraft trägt zu den Drehungsmomenten nichts bei, wohl aber die 
vom Pol auf das Stromelement ausgeübte Kraft (4, B,C); neben 
jener Kraft wirken also Drehungsmomente auf den Pol, die M,, M,, 
M, heissen mögen und für die, da sie den Drehungsmomenten der 
Kraft (4, B, C) das Gleichgewicht halten, 


M,„=cB-—-bt 
M, =al — cA 
M, «m DA Se aB 


®) Mechanisch nothwendig ist die Gültigkeit dieses Principe hier aber 
nicht, da ein isolirter Pol und ein isolirtes Stromelement nur Abstractionen 
sind. D. H. 
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sein muss. Die Substitution der Werthe von 3, C aus p. 204 giebt, 


da bier: 
x a () 


ya0 
z=(: 
ai 
M ‘ r 
7 — 70 (dab + cde) ” 


1 
: g- 
I ru (ada-+-bab + cde) 


er Fe 7 
Haule te) 


“ee 


‘ 
== Sat — ;dco (ra) 
(r in der Richtung vom Pol zum Stromelement gerechnet). 
Offenbar findet man ebenso: 


My— —%d (ry). 
M.—— don (r2). 


Für einen endlichen Stromtheil ist demnach, wenn der Strom in der 
Richtung vom Elemente r’ zum Elemente r” fliesst: 


HM, (cos (r'z) — cos (r "x)) 


(cos (r’y) — cos (r”y )) 


u; 
u 
—!le „(e 08 (r’z) — cos (r”z)) ; 


die Drehungsmomente sind also nur von dem Anfangspunkt und End- 
punkt abhängig, mithin für einen geschlossenen Strom gleich 0. Ist 
die x- Achse senkrecht auf der Ebene, die durch den Pol und die 
Endpunkte des Stromes geht, und halbirt die y-Achse den Winkel 
zwischen r’ und r”, so ist M, == 0 und M, = 0, also die z- Achse 
die Achse des Hauptdrehungsmomentes. 
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g 4. 

Wir wollen nun einige Beispiele für die Wirkung von Magonet- 
polen auf Ströme betrachten. Wir denken uns einen kreisförmigen 
Leiter: einen Draht oder eine horizontale mit Quecksilber gefüllte 
Rinne; dazu einen leitenden Radius, der um den Mittelpunkt des Kreises 
. drehbar ist; dieser Mittelpunkt und ein Punkt des Kreises sind mit 
den Polen einer Kette in Verbindung gesetzt. Es sei i die Intensität 
des Stromes im Radius. Ausserhalb der Ebene des Kreises befinde 

sich eiu Magnetpol mit der Flüssigkeitsmenge p. Dieser übt ein 
“ Drehungsmoment M auf den Radius aus. Um dasselbe zu berechnen, 
denken wir uns den Radius um dw gedreht; dann ist nach p. 206 Mdo 
gleich dem Potential des Poles in Bezug auf einen Strom, der die 
von dem Radius beschriebene Fläche mit der Intensität #4 umfliesst*), 


alao — *# mal der scheinbaren Grösse dieser Fläche vom Pola aus 
gesehen**). Die Arbeit der auf den Radius wirkenden Kraft für 
einen ganzen Umlauf desselben ist also — -* mal der scheinbaren 
Grösse der Fläche des Kreisstromes vom Pole aus gesehen. Liegt der 
Pol in der Achse des Kreisstromes und ist & der Winkel zwischen 
der Achse und einer vom Pole nach einem Punkte der Kreislinie 
gezogenen Geraden, so ist die Arbeit, abgesehen vom Vorzeichen: 
Ars 
_ ei ( fein dd do. 
% v 

_ » (1 — cos 8) 2x. 

M ıst dann constant und 
u a (1— cos 9). 


Sind zwei Pole in der Achse vorhanden, für die # gleiche und ent- 
gegengesetzte Werthe hat, welcher Fall näherungsweise verwirklicht 
ist, wenn ein dünner Magnetstab in der Achse sich befindet, so ist 
das Drehungsmoment: 


= (cos 8°’— cos #”). 


Die Kräfte, die auf den Radius wirken, ändern sich natürlich 
nicht, wenn der Magnetstab um seine Achse gedreht wird; da ferner 


*) Im Sinne der Stromrichtung im ursprünglichen Radius. D. H, 
**) Mit dem positiven oder negativen Vorzeichen, je nachdem der gedachte 
Strom dem Pol seine positive Normale zukehrt oder nicht. D. H. 
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von dem geschlossenen Strom, den wir hier haben, ein Drehungsmoment 
auf den Magneten in Bezug auf seine Achse nicht ausgeübt wird, so 
wirkt, wenn der Magnet mit dem Radius fest verbunden ist, dasselbe 
Drehungsmoment, wie wenn der Magnet ruht. 


8 5. 


Das zweite Beispiel, das wir betrachten, sei dieses: 

Eine metallene kreisförmige Scheibe sei um ihre horizontale 
Achse drehbar, mit ihrem untersten Punkte berühre sie einen Queck- 
silbertropfen; dieser und die Achse seien mit den Polen einer Kette 
verbunden; in der Richtung der Achse wirke eine constante magne- 
tische Kraft X. Die Scheibe rotirt dann; suchen wir das Drehungs- 
moment. 

Wenn r, und r, die Abstände eines Punktes der Scheibe von 
dem Mittelpunkt (1) und dem untersten Punkt (2) sind, so verbreiten 
sich die Ströme in der Scheibe nach folgendem Gesetze*): 


9 = const. Ig ;, - 


Fassen wir einen Stromfaden in’s Auge, dem die Intensität di zu- 
kommt und suchen das auf diesen ausgeübte Drehungsmoment. Wir 
denken uns die Scheibe um dw gedreht. Da nun das Längendiffe- 
rential dr auf einer bestimmten Stromlinie nicht verschwindet, also 
auch nicht das Vorzeichen wechselt, so ist die von der Stromlinie 
beschriebene Fläche, weun A der Radius der Scheibe: 

R 


00 frar=do, 


vu 


also das Drehungsmoment der auf den Stromfaden wirkenden 
Kraft**) nach p. 205, abgesehen vom Vorzeichen: 

di Rt 

RE 2 


und das Drehungsmoment der ganzen Scheibe: 
) R’ 
= KT 


*) Entweder direct zu verificiren, oder aus der p, 187 entwickelten Formel 
abzuleiten, indem darin rs, = 1,, 1, == 00 = const, gesetzt wird. D. H. 

*e) Die constante Kraft K entspricht einem in der unendlichen Entfernung 
o befindlichen Pol mit der magnetischen Flüssigkeitsmenge eo? X, und die schein- 


bare Grösse der von diesem Pol aus gesehenen Fläche beträgt: do - 0°, mit- 


hin die geleistete Arbeit: z K = ö‘o. D.H. 


8 6. Gramme’scher Ring. 209 


S 6. 
Noch ein drittes Beispiel betrachten wir: 
Ein um seine Achse drehbarer Holzring sei ganz mit den Win- 
dungen eines feinen Drahtes bedeckt, dessen Enden mit einander 
verbunden sind; bei 4 und B schleifen zwei metallische Federn, die 


Fig. 16. 


mit den Polen einer Kette verbunden sind, und von denen jede gleich- 
zeitig einige Windungen berührt; senkrecht zur Achse des Ringes 
und zur Verbindungslinie von A und B wirke die constante magne- 
tische Kraft X. Der Ring rotirt; suchen wir das Drehungs- 
moment. 

Es sei a die Gesammtzahl der Windungen, # die Intensität des 


Stromes in der Kette, also 3 die Intensität jedes der beiden Zweige 


zwischen A und 3. Jede Windung sehen wir als einen ebenen Strom 
an; für jeden dieser Ströme substituiren wir magnetische Flüssig- 
keiten auf seiner Ebene und der Ebene des folgenden Stromes. Die 
magnetischen Flüssigkeiten heben sich dann überall auf ausser in 
den Querschnitten des Ringes bei 4 und B; die Dichtigkeit der 
magnetischen Flüssigkeiten in jedem dieser beiden Querschnitte ist 
nach p. 198, wenn _ den Abstand des Querschnittselements von der 
Achse bezeichnet*): 
sa 
+ 2209 j 
Auf die Einheit der Fläche eines jeden dieser beiden Querschnitte 
kommt daher das Drehungsmoment: 
sa 
ang 


®) In jedem Querschnitt trefien zwei gleichnamige magnetische Flächen- 
belegungen zusammen, jede entsprechend der Stromintensität 2 D.H. 
Kirchhoff, Electricität. 14 
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Ist q die Grösse eines Querschnitts, so ist daher das gunze Drehungs- 
moment: 
iagK, 
”g 

Prineipiell stimmt der gedachte Apparat mit der von Pacinotti und 
Gramme erfundenen Maschine überein. Bei dieser ist die Wirksam- 
keit erheblich erhöht (aber die Theorie erschwert), dadurch, dass der 
Träger der Drahtwindungen aus Eisen besteht. 


8 7. 

Electrische Ströme üben auch auf einander Kräfte aus; das Ge- 
setz derselben lässt sich leicht aussprechen für den Fall, dass die 
Ströme geschlossen sind; es ist für ihn durch den Satz ausgesprochen, 
dass ein Strom auf den anderen gerade so wirkt wie die Vertheilung 
magnetischer Flüssigkeiten, die sich für ihn in Bezug auf seine Wir- 
kung auf Magnetpole substituiren lässt. Hiernach hat die Wirkung, 
die ein geschlossener Strom auf einen andern ausübt, ein Potential, 
und dieses Potential lässt sich auch leicht berechnen. Wir beziehen 
gestrichene Buchstaben auf den einen Strom, ungestrichene auf den 
anderen; und # seien die beiden Intensitäten, #’Q2 sei das Potential 
des Stroms ;’ in Bezug auf einen Magnetpol, der die Flüssigkeits- 
menge 1 enthält und die Coordinaten x, y,z hat. Wir denken uns 
eine Fläche, die durch die Linie des Stromes ; begrenzt ist, ds sei 
ein Element dieser Fläche, n die Normale, z,y,z die Coordinaten 
von ds. Nennen wir Q das Potential des einen Stromes in Bezug 
auf den anderen, so ist dann*): 


il, 92 
0-5ja 


Diesen Ausdruck wollen wir zunächst unter der Voraussetzung 
entwickeln, dass der Strom : ein ebener ist; die Fläche, deren Ele- 
ment ds ist, soll eben, die z-Achse parallel mit n gewählt sein. Wir 


setzen: i , 

r=(@— 2)’ +W—-yV”+@—z) 
und verstehen unter (x’, y', z’) einen Punkt der Linie des Stromes 3’; 
dann ist nach p. 191: 


pi ai 
08 08 1 ’ r ‚ r 


*) Ergiebt sich aus dem p. 186 für das Potential eines einzelnen Magnet- 
pols #» auf den Strom s aufgestellten Ausdruck, wenn man darin für £ 2 setzt. 
D. HB. 
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is’ 7 0; 
a ds de zy U zn . 
Es ist aber: 


1 
0 — 
4 dz 
Je 2 05 (my) = — [@! con (12) = — [2 
1 
7 di al dy 
ass — IT ecos(mz) = z co (iy) = fe, 


wo ! und m dieselbe Bedeutung haben, wie auf p. 189. Daraus 


folgt: | 
is“ ( (ardz + dyay' 
7 LeHeH 


nn _ aldal’ co (l,) 
g BEE Zu 


Der letzte Ausdruck ist unabhängig vom Coordinatensystem. 
Seine Ableitung setzt noch voraus, dass der Strom ö ein ebener ist; 
aber auch diese Voraussetzung ist unwesentlich, da jeder geschlossene 
Strom sich ersetzen lässt durch unendlich viele unendlich kleine und 
deshalb als ebene zu betrachtende Ströme (p. 191). 

Der für Q gefundene Ausdruck lässt sich in mannigfaltige 
andere Formen bringen. Man denke sich x,y,z als Functionen 
von 4, und xz’,y’,z’ als Functionen von !’ dargestellt; dann ist r eine 
Function von 3 und !’, und es ergiebt Br 


ea - tu - NY +e-2)% 
= —rcos® 
= = (e -.)% ar +W' „a + (z’ = 2) Gr. 


= — rc0s®'. 


und daher: 


Ferner durch ee Differentiation: 
dr Or dx d«’ yd 


Vatr ur -Grtn +9) 
wm — cos (12). 


Daher ist auch: 


ur fr + dr Or 
art 3 90°)’ 
oder auch, da: 

*) Die von den Elementen d} und d3’ mit der Richtung r gebildeten 
Winkel & und ®’ sind hier so definirt, dass r jedesmal die Richtung von dem 
betr, Element zu dem andern hin bedeutet. D. H. 


14° 
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n ‚, er 
. J% arar 0, 
arar > ör 
ol’ 
dla! ‚ 
Ef pa —— 008 $.cos®. 


88. 


Man kann die Wirkung, die zwei geschlossene Ströme auf ein- 
ander ausüben, ansehen als die Resultante von Kräften, welche die 
Elemente des einen ausüben auf die Elemente des anderen. Um 
diese Kräfte kennen zu lernen, denken wir uns die Lage und Gestalt 
der Ströme unendlich wenig geändert und suchen die entsprechende 
Aenderung von 0; — 60 ist die Arbeit der gesuchten Kräfte für die 
gedachte Verrückung. Wir setzen voraus, dass die Elemente d/ und 
di’ keine re ihrer Länge erleiden; dann folgt aus: 


Lie or Or 
0-5 di a7 
is ‚ 1 or ör a 1 er ddr 1 dr ddr 
mtl I-43; wert, Tatra 
Das zweite der drei Glieder unter dem Integralzeichen integriren 
wir partiell nach 7’, das dritte nach /. Die vor die Integralzeichen 


tretenden Glieder verschwinden, da beide Ströme geschlossen sind, 
und wir erhalten: 


is ‚fi dr or o(l or 1,0 
-30-% (faı aaar tz San)tor a) 9 


dla!’ dr Or 
«(fe (er; ae — am) dr. 
Daraus folgt, dass wir annehmen können, dass die Elemente d/ 
und d!’ sich mit der Kraft abdstossen: 


si’ alar‘ fr drdr 
ger! (2r sat — ar) 


oder: 
is did!’ 


— Sn (808 8 cos 8° + 2 cos (l1’)); 
denn diese Annahme führt auf den für — 60 gefundenen Ausdruck. 
Man kann übrigens unendlich viele andere Gesetze für die Wirkung 
zweier Stromelemente auf einander aufstellen, die alle für geschlossene 
Ströme denselben Werth von — 80 geben; das abgeleitete Gesetz ist 
das von Ampere angegebene. _ 
Ein geschlossener Strom verhält sich in jeder Beziehung nach 
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Aussen wie eine gewisse Vertheilung magnetischer Flüssigkeiten, ein 
unendlich kleiner Strom oder ein System von solchen in einem un- 
endlich kleinen Raume wie ein magnetisches Molekül. Darauf beruht 
die Amp£re’sche Theorie des Magnetismus. Einem Magnetpole ent- 
spricht in dieser ein nur einseitig begrenztes, unendlich dünnes 
Solenoid. 

Noch eine Form des Potentials O0 wollen wir anmerken. Wir 
bezeichnen durch g den unendlich kleinen Querschnitt des einen 
Stromleiters, der variabel sein kann, und setzen wieder, wie p. 192 


fm 10 
u=0ca(lz) v=0co(ly) w==6cos (lz). 
Die entsprechende Bedeutung geben wir den gestrichenen Buch- 
staben; dann ist: | 
id cos (I) = gg’ (uu'+ vv’ + ww’) 
und daher, wenn dt das Volumenelement des einen, dr’ das des 
anderen Stromleiters ist: 


0m — (fer (uu’+ vv’ + ww’). 


Dieser Ausdruck gilt nun auch, wenn der eine oder wenn beide 
Leiter nach allen drei Dimensionen ausgedehnt sind. Setzt man: 


dr’ ’ dt ' dr’ ’ 
U = u, je v, lu, 
so ist auch: 


0-  } far WU+r twM). 
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81. 

Wir haben bisher die maguetischen Kräfte electrischer Ströme 
untersucht; es üben diese aber noch andere Wirkungen aus. 

Denken wir uns einen electrisirten Leiter, der durch einen Draht 
mit der Erde in leitende Verbindung gesetzt wird, in der, wie wir 
annehmen, das Potential = 0 ist. Bei mässigen Dimensionen des 
Leiters und des Drahtes ist die Entladung in ungemein kurzer Zeit 
beendigt; wir wollen aber den Leiter so gross, den Draht so lang 
und dünn annehmen, dass der Strom im Drahte nicht nur eine mess- 
bare Zeit dauert, sondern sogar in jedem Augenblick als stationär 
angesehen werden kann. Es sei p das Potential im Leiter, 7 die 
Intensität des Stromes zur Zeit i, w der Widerstand des Drahtes, 
C die Capacität des Leiters. Dann ist Cp die auf dem Leiter zur 
Zeit 4 vorhandene Electricität; demnach: 


die in der Zeiteinheit durch einen Querschnitt des Drahtes ab- 
fliessende Electricitätsmenge. Andrerseits ist aber nach dem Ohm’schen 
Gesetz: 

iv=9 
woraus folgt: 


also: 


p = const. ee 


und 
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ß 
ii const.e ”. 


Die Energie des Leiters zur Zeit / ist nach p. 79: 
1 
5 cp’, 
im Zeitelement di erleidet sie daher den Zuwachs: 
Codo = — Kwdi, 


der wesentlich negativ ist. 

Dafür muss ein Aequivalent auftreten; dieses besteht in der 
Wärme, die der Strom im Leitungsdrahte entwickelt. Nehmen wir 
als Einheit der Wärmemenge das Aequivalent der Einheit der Arbeit 
an, so muss also ein stationärer Strom von der Intensität i in einem 
Leiter vom Widerstande w in der Zeiteinheit die Wärme 


ro 


entwickeln. Das ıst das Gesetz von Joule und Lenz, 


8 2. 


Ist eine Hydrokette durch Drähte geschlossen, so wird in jedem 
einzelnen Theile der Schliessung nach diesem Gesetze Wärme erregt. 
In den Grenzflächen heterogener Leiter findet ausserdem noch eine 
(tbeils positive, theils negative) Wärmeentwickelung statt; diese 
können wir aber hier zur Vereinfachung unserer Betrachtungen ausser 
Acht lassen. Die Energie des Systems, welches die geschlossene 
Kette bildet, bleibt ungeändert; stellenweise vermehrt wird sie durch 
die nach dem Joule’schen Gesetze erregte Wärme, stellenweise ver- 
mindert durch die chemischen Processe, die in der Kette stattfinden; 
diese Effecte müssen sich daher compensiren. Die Masse eines jeden 
chemischen Elementes, das durch den Strom in der Zeiteinheit aus 
einer Verbindung, in der es war, ausgeschieden oder in eine neue 
Verbindung übergeführt wird, ist erfahrungsmässig proportional mit 7; 
fassen wir daher die chemischen Processe in’s Auge, die in der Zeit- 
einheit in der Kette vor sich gehen, und die Wärmemenge, die durch 
diese Processe erzeugt werden würde, wenn man sie ohne Vermitt- 
lung von Strömen vor sich gehen liesse, so können wir diese Wärme- 


menge 
= Fi 


setzen, wo F von 3 unabhängig ist. Diese Wärmemenge ist aber die 
Verringerung der Energie, die in Folge der chemischen Processe in 
der Kette stattfindet, und daher ist: 
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we Fi, 
d. h. 


iv=!f. 


Wir sehen daraus, dass F nichts Anderes ist, als die electro- 
motorische Kraft der Kette: Z*). 


8 93. 


Uns stützend auf die nun angegebenen Gesetze der thermischen 
und chemischen Wirkungen electrischer Ströme werden wir im Stande 
sein, die Nothwendigkeit der /nduction einzusehen und ihre wichtigsten 
Gesetze zu finden. 

Denken wir uns eine geschlossene Hydrokette und einen Stahl- 
magneten, der durch äussere Kräfte in der Nähe des Schliessungs- 
drahtes mit mässiger Geschwindigkeit aus grosser Entfernung in 
grosse Entfernung bewegt wird. Es sei s die Intensität des Stromes, 
iS das Potential desselben auf den Magneten zur Zeit ?; dann ist: 


.d® 


die der in der Zeit di stattfindenden Verrückung entsprechende Arbeit 
der magnetischen Kräfte des Stromes. 


.d82 
zz a 


ist daher die Verminderung der Energie des Systems, das die Kette 
bildet, während der ganzen Dauer der Bewegung des Magneten **); 
andrerseits ist dieselbe Verminderung: 


fer — tw)di, 
o-fi (E+% ie 


Wir können hiernach annehmen: 
iv E 8 7 ; 
da 


er nennt man die inductrie electromotorische Kraft. Dieselbe 


Gleichung gilt, 


es ist also: 


°) Dieser Satz gilt aber nur unter der auf voriger S. eingeführten Be- 
schränkung, dass die Wärmeentwickelung in den Grenzflächen heterogener 
Leiter ausser Acht gelassen werden darf. D. H, 

**) Vermöge des Priucips der Erhaltung der Energie, welches für die ge- 
wonnene magnetische Arbeit einen entsprechenden Ersatz fordert. D. H. 
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wenn statt des Magneten der Stromleiter bewegt wird, 
wenn statt des Magneten ein Strom vorhanden ist, 
wenn &% nicht durch Bewegung, sondern durch Aenderung 
des magnetischen Zustandes oder der Stromintensität ge- 
ändert wird. 
Dieses Gesetz der Induction ist von F. Neumann zuerst aus- 
gesprochen. 
Wenn an die Stelle des Magneten ein lineärer Strom mit der 
Intensität ;’ tritt, so ist nach p. 211 in der letzten Gleichung für & 


zu setzen: 
‘ did!’ cos(}T') 
0} [7 —— [fern ) 


Es sei nun statt des einen Stromes von der Intensität s’ ein 
System geschlossener Ströme, ‘die einen Raum continuirlich erfüllen, 
Den dann ist die im Leiter Z inducirte electromotorische Kraft 


Se wo & nach p. 213 so zu finden ist: es seien dz, dy, dz die 
Projectionen von di und: 


Um En, vv, W = Zw, 
wo u’, v’, w’ die Componenten der Stromdichtigkeit in dr’ sind; 


dann ist: 
| 2-—, (Udz + Vady-+ Wdz). 


Ist statt des a ein Magnet vorhanden, dessen Eile- 
ment dr’ die magnetischen Momente &’dr’, B'dr’, y’dr’ hat, so ist 
nach p. 194, wenn: 


i-fe 2 let; N r, 
2 ı ([az(; -Dt+a- Dre - 5} 


Findet eine Induction durch Ströme und Magnete statt, so ist 2 
die Summe zweier Ausdrücke, wie die aufgestellten sind. Immer ist 
hiernach 2 dargestellt als ein über die Linie des inducirten Leiters 
zu nehmendes Integral. 


84. 


Die angestellten Betrachtungen bezogen sich auf den Fall, dass 
die inducirenden Ströme geschlossen sind und der inducirte Strom 
ein geschlossener und linearer ist. Wir wollen diese Voraussetzungen 
jetzt fallen lassen. 

(z,y,z) sei ein Punkt eines nach allen Dimensionen endlich 
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ausgedehnten Leiters, #, v, w die Componenten der Stromdichtigkeit, 
p das Potential der vorhandenen freien Electricität für ihn, A die 
Leitungsfähigkeit. Fänden keine Inductionswirkungen statt, so wären 
die Componenten der „electromotorischen Kraft“: 
% _0p v’,___0p „RER op, 
i 0x’ 2 oy 2 0 
Der Induction wegen sind rechts Glieder en wir setzen: 


1-1 4@ur)0r 3) 


v 0p oL oN 
;---4rriar-) 
pP __ d u oL 
er („# +7 -5))- 


Die Berechtigung hierzu liegt Mi . wenn wir diese 
Gleichungen auf den Fall anwenden, dass die inducirenden Ströme 
geschlossen sind und der inducirte Strom linear und geschlossen ist, 
wir zu dem vorher angegebenen Gesetze kommen. Um das ein- 
zusehen, multipliciren wir die Gleichungen mit dx, dy, dz, addiren 
und integriren über die als geschlossen vorausgesetzte lineäre Strom- 
bahn mit dem (Querschnitt a. Da dann: 


u— © cos (x), v— 7 cos (iy), wol cos (!z), 
dx = di cos (Ix\, dy = di cos (ly), dz = dl cos (Iz), 


so wird die linke Seite: 


1 ((uaz + vdy + wdz) = feet, 


oder, da bei einem geschlossenen Strome # überall denselben 
Werth hat: 


= iw, 
während die rechte Seite den oben für die Induction aufgestellten 
Ausdruck enthält. 
Daraus folgt freilich noch nicht, dass diese allgemeinen Formeln 
die richtigen sein müssen; sie widersprechen aber keiner der bis jetzt 


vorliegenden Erfahrungen. 
Zu diesen Differentialgleichungen ist noch hinzuzufügen: 
ou 0v cw 08 
aty ts a 
wenn & die räumliche Dichtigkeit der freien Electricität in (x, y, z) 
bezeichnet. Dann ist: 


jr + 6, 
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wo noch e’ die Dichtigkeit der freien Electricität auf dem Element 
ds’ der Grenzflächen bedeutet. Ist e die Dichtigkeit im Elemente 
einer nicht leitenden Fläche, n die nach dem Innern des Leiters 
gerichtete Normale von ds, so ist ferner: 
u cos (nz) + vos (ny) + wenn (nz) — %. | 
Für den Fall, dass die Leiter ruhen und dass Magnete bei der 
Induction nicht mitwirken, habe ich, mich stüzend auf eine von 
W. Weber ausgesprochene Hypothese, Bewegungsgleichungen der 
Electricität entwickelt, die theilweise, aber nicht vollständig mit den 
hier angegebenen übereinstimmen*), Helmholtz hat diese verall- 
gemeinert**), so dass in ihnen eine Constante, X, auftrat, deren Werth 
aus den vorliegenden Erfahrungen nicht bestimmt werden kann; für 
k == — 1 gehen die Gleichungen von Helmholtz in meine damaligen 
Gleichungen über. Helmholtz hat aber gezeigt, dass ein negativer 
Werth von % zu keinem stabilen Gleichgewicht der Electricität führt. 
Die Aier aufgestellten Gleichungen stimmen mit denjenigen von Helm- 
holtz überein, wenn man in den letzteren X == + 1 setzt. 


8 5. | 
Wir wollen zunächst den einfachen Fall verfolgen, dass Magnete 
bei der Induction nicht mitwirken, der Leiter der inducirten Ströme 
ruht und ausserhalb desselben keine Electricität, weder freie noch 
strömende, vorhanden ist***). Diese Annahme vereinfacht die drei 
obigen Gleichungen in: 


“nn _. 19 _LEU, 
4 0X gt ot 
v’__9p _1LoV, 
4 oy g: 01 
Ws 0R ., 0W 
1 08 g’ ot 


Es ist aber nach der Definition p. 217: 
AU=—Anmu, IV-— An, ISW=— 4nw 


und daher: 
1 oU 


*) Pogg. Ann. 102, p. 529, 1867; Ges. Abhandlungen p. 154. 
**) Borchardt’s Journal 72, p. 57, 1870; Ges. Abhandlungen 1, p. 546. 
*e®) Ferner sollen weder im Innern noch an der Oberfläche des Leiters 
locale electromotorische Kräfte wirken. D. H. 
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Val + 


1 0W 


Zu diesen drei partiellen Differentialgleichungen zwischen U, 
V,W, » lässt sich eine vierte fügen. Aus den Werthen von U, 
Vv,W folgt nämlich wie auf p. 197: 


(„2 a: 12) 

au, 987, 0W AT. HIT. .er 

as TwuarrE m u ti, ter 
dt’ fow dv dw” 


+ fe (w’ cos(nx) + v’ cos (ny) + w’ cos (nz)) - 
Da nun nach unserer obigen Festsetzung: 


ou ov’ dw de’ 
Pi 7 Te} 
und: 
u’ cos (nx) + v’ cos (ny) + w’ cos (nz) = — I 
so folgt: 
oU oV oW dı’ 0: ds de 
det 727 + 02 fe ot f& PL 
_ _ 99 
ot 


Diese vier Differentialgleichungen gelten für alle Punkte im 
Innern des Leiters. Nun wollen wir U, V, W, p auch für dussere 
Punkte definiren durch die Gleichungen: 


fu; [fi v; w—j% w’, 
r r r 


au av aw 
on’ on’ on 


Dann sind au der Oberfläche U, 9, W, 9, 


stetig, 


während ce unstetig ist, nämlich: 


Im Unendlichen verschwinden U, 9, W und p. 


8 6. 


Durch diese Bedingungen sind U, Y, W, $ im ganzen Raume 
für alle Zeiten eindeutig bestimmt, wenn sie für £ = 0) gegeben sind. 
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Um das zu beweisen, zeigen wir, dass sie immer — () sind, wenn sie 
für 4 == 0 verschwinden. 
Aus den Gleichungen: 


“ 89 _ 1 320 u 
v °p 10V 

v °P 1 020W 1 
Fe 7 Ber er it 


welche auch ausserhalb des Leiters gelten, da hierfür: 


u=(, v=l(, w—= (0 und 1, 
folgt: 


i 1 aU av aW 
ö 09 PR) 89 
— farwde +v22 + 028), 
wo dr ein Element des unendlichen Raumes ist. Aber nach dem 


Green’schen Satze ist, da U und SE mit den ersten Differential- 
quotienten stetig sind: Ä 


. Jo 580 ou 
U vv ou _0m | EU dy |, au’ dr 
c0U9U 


-—ı fe ( 2) ++ 62) 


Aehnliche Gleichungen gelten für Y und W. 
Bei der Umformung des letzten Integrals muss man, da >= und 
n 


u,v, w unstetig sind, die beiden Seiten der Oberfläche s des Leiter 
der Grenze des Integrationsraumes zurechnen; so erhält man: 


fa: u tvd2 + w22 
-[üsp (u cos (nz) + v cos (ny) + w cos (nz) 
+ farp (Ge +28 4 20 


we 20, 20 
4x 4:9 (5, ot ran 
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Fügen wir hinzu: 
0 09 
0 iz] 459 EIEIE 


gültig für eine unendlich BR Kugelfläche, so ergiebt sich nach 
dem Qreen’schen Satze derselbe Ausdruck 


(28? 2: 2 .“@ 
-— dr FF + +% r) 
- - 3 Sar (+ CE)+CH)- 


Das Resultat ist daher: 
_17 dr +0 + 0) = 2 farli (Cy4 @y+ @2y 
++ HH Nah) 
a 


Schreiben wir die rechte Seite 2? _ so ist % stets positiv, 
a stets negativ; daraus folgt, dass, wenn in einem Augenblick U, 
V,W, 9 == sind, sie immer 0 sind, da, wenn Y einmal == 0) ist, es 
— () bleibt. 

Dieser Satz gilt auch, wenn die Helmholtz’sche Constante % statt 
1 irgend einen anderen positiven Werth hat, aber nicht, wenn sie 
einen negativen Werth besitzt. 


87. 

Wir haben angenommen, dass die Umgebung des Leiters nicht 
dielectrisch polarisirbar ist. Um einzusehen, wie eine solche Polari- 
sation, wenn sie stattfindet, zu berücksichtigen ist, betrachten wir 
den (einfachsten) Fall, dass der ganze unendliche Raum von einem 
isolirenden Dielectricum erfüllt ist. «&, ß, y seien die auf die Volumen- 
einheit bezogenen „electrischen Momente‘; dann ist*): 

ad wa Zur, Bdr = Zuy, ydr en Zuz; 
der Anfangspunkt der Coordinaten ist gleichgültig, da Zu = 0, wenn 
dr eine grosse Zahl electrischer Moleküle enthält. 

Aendern sich «, ß, y mit der Zeit, so finden electrische 
Strömungen statt. Die Stromdichtigkeiten u, v, w in einem Leiter 
können wir auch definiren durch die Gleichungen: 


*) Vgl. p. 176. 
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1 II dz ® 1 ds 

fir - 72, Vnde 
haben nämlich alle positiven Electricitätstheilchen eine, alle negativen 
eine andere Geschwindigkeit, so führt diese Definition zu unserer 
früheren, nach der ö der Ueberschuss der positiven in der Zeiteinheit 
durch den Querschnitt geführten Electricität über die negative ist. 
Wir übertragen diese Definition von u, v, w auf das Dielectricum; 
dann ist: 

u 9% u 4 dy 


di’ er 


° 


Diesen Strömen im Dielectricaum schreiben wir dieselbe Fern- 
wirkung zu, wie denen in einem Leiter. Fände dieselbe nicht statt, 
so wäre: 


6 ö „ 
Kermte: Bemegee MESEE 


in Folge derselben ist aber: 

f) 16 f) 1 

(2 +45): N 
ler 
wo wieder: 
u fe Ze 2 

r r r 

Dabei ist bekanntlich: 


({ cr ‚ö; ”) 
yajd\a,;n+Pß yvtrrar) 
Wir führen ein: 


Man erhält dann leicht: 


aA 
44m (+45). ie 


IC=4rnı + Ba rg 
und ferner: ; 

oA oB C 

at ta n9 | 

Nach diesen Gleichungen kann man A, B, C als die Componenten 

der Verrückung, 9 als die räumliche Contraction (oder auch «a, ß, y 
als die Componenten der Verrückung, 22 als die räumliche Dila- 
tation) in einem elastischen Mittel ansehen, bei dem die Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit der transversalen Wellen „ 
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8 8. 


Hierauf beruht die von Maxwell aufgestellte electrische Theorie 
des Lichts, nach der das Licht in den t#ransversalen electrischen' Wellen 
eines Dielectricums besteht, wenn wir so die electrischen Bewegungen 
nennen, die nach unseren Gleichungen den transversalen Wellen 
eines elastischen Mittels entsprechen. Suchen wir hiernach die Licht- 
geschwindigkeit zu berechnen. 

Es sei @ der scheinbare Werth von 9, d. h. der Werth, der sich 
für g aus den in Luft gemachten Versuchen berechnet, wenn man 
keine Rücksicht auf die dielectrische Polarisation der Luft nimnt; 
es sei ferner x, der Werth von x für die Luft; dann ist, wie wir 
gesehen haben *): 


Bee” 
Vıtınn. 


daher die Lichtgeschwindigkeit in irgend einem Körper: 
2 GVYi+4ro j 
Vaırı 
en G) 1 + AK i 
| Zr 
Nun ist G nahe gleich der Lichtgeschwindigkeit in der Luft gefunden; 


man muss daher x, als unendlich gegen ji annehmen. Die Con- 


stante g wird dabei unendlich gross. 
In verschiedenen Mitteln ist die Lichtgeschwindigkeit proportio- 
nal mit 


und ın der Luft: 


Er 

Vz L 
die verschiedenen Werthe von x müssen daher von gleicher Grössen- 
ordnung, und die Lichtgeschwindigkeit daher auch proportional mit 

1 
Yı + 4rx 

sein. Nennen wir c die Lichtgeschwindigkeit in dem betrachteten 
Mittel, so haben wir: 


*) Siehe p. 188, Anm. d.H. 
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r ar 


u 2.07) er 021: gr 
4A=,.a ti AB= (7 


at I dy i 


=} + +98), 


+ ring. 


Da 9 u: gross = so müssen, wenn A, B, C mit gr 


Differentialquotienten nach =, y, z und : endlich bleiben sollen 


) ” , 
e: : Fe unendlich klein sein, also @ = const., und, da in der Un- 


endlichkeit @ verschwinden soll, p = 0; setzen wir: 


y=Yy 
so haben wir: 
or A 0% ı/®B , 9% 
At at) 
ı/®C , 8% 
d= en , 
+ 0. 
Man setze: 
IB _0C_;, dC_OA_, 2A_OB_, 
rz1 oy l PE2 FE 2 oy 0x » 


dann wird: 
1 0 1 8 1 


E+rzı+d 


Hat man diesen Pe und dem PFFRERRERRE gemäss E,n,& 
bestimmt, so sind 4, B,C und damit Yy und «,ß,y eindeutig be- 
stimmt. Man setze nämlich*): 


Ami 0 90a „94 
8 


0 oy ’ PR? 0: ’ 
04, _ OB, 
ee 


so wird die Gleichung: 

04 oB , 0C 

PERLE TEE Tög 0 
erfüllt; ebenso die anderen Gleichungen für A, ZB, C, wenn: 
dA=-—E, dB=—n d=-—$ 
und: 


nn a 


Et - 


—- 


*) Vgl. Kirchhoff, Mechanik, p. 258. 
Kirchhoff, Eleotricität. 15 
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Diese vier Gleichungen bestehen alle, wenn man: 
1 dr’ ’ 1 dt’ ’ 1 dr’ ’ 
A=-.|;5 B=-;,17"1ı en 


macht. Damit sind dann auch A, B,C bestimmt. Ausserdem findet 
man leicht: | 


ee re 


Die angestellten Betrachtungen gelten ungeändert, wenn der 
Raum von mehreren Körpern erfüllt ist, in denen c verschiedene 
Werthe hat. An der Grenzfläche zweier Mittel müssen 4, 2, C und 
ihre ersten Differentialquotienten und 


Y=g'p 


stetig sein*). So lange 9? endlich ist, ist die letzte Bedingung eine 
Folge der sechs anderen **); das hört auf, wenn 9? = 00 gesetzt ist; 
dann wird eine von jenen sechs Bedingungen die Folge der fünf 
anderen, weil: 


0A ,0B ,ö0_.. 
tt 


dann ist als sechste Bedingung die, dass % stetig ist, hinzuzufügen. 
Dass A, 3,C mit ihren ersten Difterentialquotienten stetig werden, 
erreicht man, wenn man &,n,& stetig sein lässt. Um die Bedingung, 
dass »% stetig ist, zu entwickeln, nehmen wir z=() als die Grenze 
an. Für z == () müssen dann 

2» 

0x GE) 


stetig sein, während > einen Sprung erleiden kann; es müssen 


hiernach 

ce? 4A und c’4AB 
d. h.: 

ca wd c’ß 
also: | 


on _0% o& __.06 
z(ön _os (05 _ 08 
€ G 5%) und G: 08 
stetig sein. Diese Bedingungen führen zu den Fresnel’schen Gesetzen. 
*) Ergiebt sich unmittelbar aus den Definitionen von A, B, C, 9, p. 223. 
D. H. 
**) Vermöge der Gleichung: 


DE 4 cy 
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89. 

Die Doppelbrechung erklärt sich auf die folgende Weise. 

Es seien «, ß, y die electrischen Momente einer Kugel vom 
Volumen 1, die unter dem Einfluss der constanten electrischen Kraft 
(X, Y, Z) steht; dann ist: 

e=b,4+b,F+bZ2 
BebuArtinaFt+0nZ 
yabs Ati rbnZ2. 
Das Potential der Kraft in Bezug auf die Kugel ist*): 
— («eX+ßP+y2). 
Aendert man die Kräfte X, Y, Z durch Bewegung des elec- 


trischen Pols, von dem sie herrühren, um dX, dY, dZ, so ist die 
Arbeit, die man hierzu aufwenden muss, 


= adAX-+ßaY-+ya2. 
Dieser Ausdruck muss ein vollständiges Differential sein, also: 
de mb, by = by, ru FE 
Ist der unendlich grosse Raum von dem Mittel erfüllt, so 
hat man: 


3 0x gt 91 

4m 9 1097 
u ee 
Zmtr„_e_10W 
3 02 DarT 


Diese Werthe denken wir uns substituirt und schreiben die Auf- 
lösung der erhaltenen Gleichungen: 


0 oU 
— (0? 52 +7) me tanß+ sr 
9 
(5 + )- =Aa,atayß-+ 937 
op 
(0 + mat 0:;ß + Ay7, 


wo 
a2 Ay, Ay Ay, Az = Ay, 


oder, wenn wir . 4,B,C,»Y einführen: 
A 1 
"2 A = ,; (04,944 a,49B+ a,40) 


oe, on 


1 
oy De ” ir (0,414 + 4. 4B E_ 4,4C) 


*) Vgl. p.160. D. H. 
16* 
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1 
+2 er = 7, (0, I4A+ a, IB + a,4IC). 
Dazu nu 


tut 
Wir führen auch en ein und setzen wieder g= oo. Dann 
drücken sich A, ZB, C und «, ß,y wie früher durch &E,n, & aus. Für 
&, n, $ aber gelten die folgenden Differentialgleichungen: 
Man mache: 


2F= a,a’+2a,0aß + 2a,ay +auß? + 2a,ßy + a3Y°; 
dann ist: 


#E_ 6 0F _ 2 0 
or a oY PER: 
On _20F_ or 
et? 02 0« 0x 9y 
a _ 0 oF 0 0oF 


Or er oB yon 
Ist der Raunı von mehreren Mitteln erfüllt, so müssen A, Z,C 
mit ihren ersten Differentialquotienten und % stetig sein. Die erste 
Bedingung erfordert die Stetigkeit von &, n, &; die zweite, wenn 
z==(0 die Grenze ist, die Stetigkeit von 
- und ir 
Dies führt zu den Gesetzen von Fresnel und Neumaun. 
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